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Na prethodnom casu

Koordinate

® Ortonormirane baze

Triedar desne orijentacije

Vektori u koordinatama

Vektorski proizvod

® Mesoviti proizvod
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Vektor polozaja tacke

Videli smo da ako je (I_:_j_; E) fiksna ortonormirana baza vektora desne orijentacije tada
se svaki r4 € V moze na jedinstven nacin predstaviti kao

— —

Fa = (ITa)i + (7a)j + (KFa)k = xai + yaj + zak = (xa, ya, za)

Ako pored (/jﬂ /:) fiksiramo i jednu tacku O, z
dobijamo Dekartov pravougli koordinatni
sistem. ( )
- A XA\ YA; ZA
Definicija K
— ) _ 7,
Vektor rp = OA zove se vektor polozaja tacke 0 A Y

A, gde Je @) koordmatn/ pocetak. Ako je
Fa = xai + yaj + zak, tada su (xa,ya,za)
koordinate tacke A, i pisemo A(xa, Ya, Za)-

-~.
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Vektori i uredene trojke realnih brojeva

Pitanje: Da li slobodni vektor xi + yj 4+ zk mozemo da izjedna&imo sa uredenom
trojkom realnih brojeva (x,y, z)?

e Kasnije ¢emo raditi vektorske prostore, pa ¢emo videti da je vektorski prostor
slododnih vektora (V, R, +,-) izomorfan vektorskom prostoru uredenih trojki
realnih brojeva (R3, R, +, ), gde su operacije definisane sa

(x1,x2,x3) + (y1,¥2,¥3) = (x1 + y1, %2 + yo,x3 + y3)
/\(Xl,Xz,X3) = ()\Xl, /\X2, )\X3)

® Jedan takav izomorfizam f : V — R3 je definisan sa f(x7+ vi+ ZE) = (x,y,2).

® Sada ¢emo koriste¢i vektore pokazati kako se jednostavno izvode osnovne Cinjenice
iz analiticke geometrije.
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Duzina duzi. Deoba duzi

Definicija
! B(xg,yB, zB)

Ako su date tacke A(XA,yA, ZA) i B(XB,yB,ZB),

tada mozemo izraunati vektor

AB =g — ra = (XB — XA, YB — YA; 2B — ZA), @

odavde (pomocu skalarnog proizvoda) dobijamo

duZinu duzi 0

A(xa, YA, zA)

AB = |,TB>| = \/(XB —xa)? + (v — ya)? + (28 — za)?
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Duzina duzi. Deoba duzi

Definicija
! B(xg,yB, zB)
M(x,y,z)

A(xa, YA, zA)

Ako su date tacke A(XA,yA, ZA) i B(XB,yB,ZB),
tada mozemo izraunati vektor B
AB =g — ra = (XB — XA, YB — YA; 2B — ZA), @
odavde (pomocu skalarnog proizvoda) dobijamo
duZinu duzi 0

AB = |,TB>| = \/(XB —xa)? + (v — ya)? + (28 — za)?

X
Teorema . ~ . _ o N
Ako na duzi AB trazimo tacku M(x, y,z) koja deli duz u razmeri AM : MB =\ 1,
tada je

AM = AMB & Fiy—Fa = AFa—AFy < Py =

A+ Arg (XA+)\XB ya+ Ay ZA+)\ZB)
I+XA Y 14X 7 1+X 7 14
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Jednacina prave

Ako je prava zadata tackom A(xa,ya,za) i
vektorom pravca p = (p1, p2, p3). tada za svaku
tacku M(x,y, z) vazi

— —
Mep & AM || p & AM =tp & ry = rat+tp

Tako dobijamo vektorski oblik jednacine
prave p : = rp + tp. Ako sada raspisemo u
koordinatama

(X> Y, Z) = (XAa YA, ZA) + t(pla P2, ,D3) dObi.jamO
parametarski oblik jednacine prave p:

X=Xa+th
y=yattp
Z=2zp+tp3

__F
/4 M
0]

Ako iz parametarskog oblika iz svih
jednakosti izrazimo parametar t
dobijamo kanonicki oblik jednacine
prave
X—=XA Y—VYA Z—2ZA
P P2 p3
Ako je prava p zadata sa dve tacke
A(xa; yas za) 1 B(xg, yB. zg), tada je
vektor pravca prave p

p=AB=(xg—Xxa, Y8 — YA, ZB — ZA)

p:
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Odnos dve prave. Presek pravih

Ako su zadate dve prave

X—=XA  Y—YA Z—zp . X—Xg yY—yB Z—ZB

p1 P2 P3 0 a2 as

tj. A(xa,ya,za) € p, b= (p1,p2,p3) || P, B(xg,y8,28) €q1 4= (q1.q2,93) || 9.
tada su prave pi g
e paralelne ako je p'|| g, tj. ako je p = Ag, pri Cemu se
® poklapaju ako A € g
® paralelne i razlicite ako A ¢ g
® ako p i g nisu paralelne, tada
® seku se ako prave p i g leze u istoj ravni, tj. ako je meSoviti proizvod /@(ﬁx §) =0
® mimoilazne su ako je AB(p x §) #0
Presek pravih (ako se seku) dobija se izjednaavanjem odgovarajucih jednakosti iz
parametarskih oblika jednacina dve prave.
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Jednacina ravni
Ako je ravan « zadata tatkom Q(xq@,yqQ,zQ) i

vektorom normale 7= (A, B, C), tada za svaku
tacku M(x,y, z) vazi

S

Mca o QM Li & QM-7=0
Tako dobijamo vektorski oblik jednacine 0
ravni o : (ry — rQ)n = 0.

Ako sada raspisemo u koordinatama ((x,y, z) — (x@, ¥@, zQ))(A, B, C) = 0 dobijamo
opsti oblik jednacine ravni:

a:Ax —xq)+ Bly —yo) + C(z—29) =0
Ako je D = Axqg + Byg + Czg opsti oblik jednacine ravni se moze zapisati sa

a:Ax+By+Cz=D
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Parametarski oblik jednacine ravni - dva nekolinearna vektora I ravan

Ako je ravan « zadata tackom Q(xq,yg,zq) i
dva nekolinearna vektora &= (a1, a, a3) i
b = (b1, by, b3), tada za svaku tacku M(x,y, z)

vazi

— 5 o
Mea & QM= tja+tb & r=rgo+tiattrb

Tako dobijamo parametarski oblik jednacine lli. mozemo reci da M € o akko su

. rect
ravnl a = xo b 31+ Bob vektor| 3, b, QM komplanarni, odakle je
C e AT A QI\/I(axb)—O tj.
y =yq+tax+ tab
z=12zg+ tias + tobs X=XQ Y —YQ Z—2qQ
dal =) as =0
Primetimo da vektor normale ravni & mozemo by by b3

dobiti pomocéu 3'i bkao A= 3x b.
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Odnos prave i ravni

Ako su zadate prava i ravan

p:x—xp:y—yp:z—zp i a:Ax+By+Cz=D
b1 p2 p3

odnosno P(xp,yp,zp) € p, P = (p1,p2,p3) | pi A= (A,B,C) L «, tada su prava p i
ravan «

e paralelne ako je p | A, tj. pi =0, pri €emu
® prava lezi u ravni ako P € «
® paralelne i nemaju zajednickih tacaka ako P ¢ «

e seku se ako pi# 0.

Presek prave i ravni (ako se seku) - malo kasnije.
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Simetralna ravan

Problem: Naci sve tacke u prostoru koje su jednako udaljene od tacaka Ai B.
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Simetralna ravan

Problem: Naci sve tacke u prostoru koje su jednako udaljene od tacaka Ai B.

Resenje: U pitanju je simetralna ravan « koja sadrzi sredinu duzi AB, tj. tacku S &iji
je vektor polozaja rs = %(FA + rg), i koja je normalna na duz AB, tj. vektor normale

ravni o je " = AB. Odatle je jednacina simetralne ravni za duz AB

04:(?—?5)/@:0
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Prodor prave kroz ravan

Ako se prava i ravan
p:r=rp+tpi a:(Fr—rR)i=0

seku u tacki R, tada uvrstavanjem r iz jednacine prave u jednacinu ravni dobijamo

(ot th— Fo)T= 0 & tFi = (Fo— )i & t= @ —P)A
pn

vracanjem t u jednaCinu prave dobijamo vektor poloZaja tacke preseka R (prodora prave
kroz ravan)
(rQ — rp)A

rR=rp+ ———p
n
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Normalna projekcija tacke na ravan

Problem: Naéi vektor polozaja tacke M’ koja
je normalna projekcija tacke M na ravan
a:(r—r)i=0.

Resenje:
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Normalna projekcija tacke na ravan
Problem: Naéi vektor polozaja tacke M’ koja
je noimalfa EFOJekCIJa tacke M na ravan P P
a:(r—r)i=0.
Resenje: Konstruisemo pravu p koja prolazi
kroz M i normalna je na ravan «, tj. moZemo
uzeti p = A, odnosno imamo p : F'= ry; + tn.
Sada se trazena projekcija dobija kao prodor
prave p kroz ravan «
L o )
- - - n._,
rM/:rMJr(Q %M) -
n
Napomena: Ako ravan « prolazi kroz kooridnatni pocetak, tj. O € «, onda je
projekcija tacke M na ravan « zapravo projekcija vektora iy na ravan «
FM/ = FM — %ﬁ: pra(F'M).
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Normalna projekcija tacke na pravu

Problem: Naéi vektor polozaja tacke M’ koja
je normalna projekcija tactke M na pravu

p:r=rp+tp. P, p

Resenje:

Ty
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Normalna projekcija tacke na pravu
Problem: Naéi vektor polozaja tacke M’ koja
je normalna projekcija tactke M na pravu
p:r=rp+tp.
Resenje: Konstruisemo ravan « koja prolazi
kroz M i normalna je na pravu p, tj. mozemo
uzeti 7= p, odnosno imamo « : (F— fy)p = 0.
Sada se trazena projekcija dobija kao prodor
prave p kroz ravan «

. _  (rm—rpP)P .

pp
Napomena: Ako prava p prolazi kroz kooridnatni pocetak, tj. O € p, onda je
projekcija tacke M na pravu p zapravo projekcija vektora ry na pravac vektora p, tj.
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Kose projekcije
Neka su date prava p: F'=rp+ tpiravan a : (F'— rp)n=0.
® Problem 1: Za datu tacku M nadéi njenu kosu projekciju na ravan « ako su zraci
projektovanja paralelni sa pravom p.
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Kose projekcije
Neka su date prava p: F'=rp+ tpiravan a : (F'— rp)n=0.
® Problem 1: Za datu tacku M nadéi njenu kosu projekciju na ravan « ako su zraci
projektovanja paralelni sa pravom p.
Resenje: Konstruisemo pravu a koja prolazi kroz M i paralelna je sa p, tj.
a:r=ry+ tp. Trazena kosa projekcija je prodor prave a kroz ravan a, tj.
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Kose projekcije
Neka su date prava p: F'=rp+ tpiravan a : (F'— rp)n=0.
® Problem 1: Za datu tacku M nadéi njenu kosu projekciju na ravan « ako su zraci
projektovanja paralelni sa pravom p.
Resenje: Konstruisemo pravu a koja prolazi kroz M i paralelna je sa p, tj.
a:r=ry+ tp. Trazena kosa projekcija je prodor prave a kroz ravan a, tj.

® Problem 2: Za datu tacku M naéi njenu kosu projekciju na pravu p ako su zraci
projektovanja paralelni sa ravni «.
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Kose projekcije
Neka su date prava p: F'=rp+ tpiravan a : (F'— rp)n=0.
® Problem 1: Za datu tacku M nadéi njenu kosu projekciju na ravan « ako su zraci
projektovanja paralelni sa pravom p.
Resenje: Konstruisemo pravu a koja prolazi kroz M i paralelna je sa p, tj.
a:r=ry+ tp. Trazena kosa projekcija je prodor prave a kroz ravan a, tj.

® Problem 2: Za datu tacku M naéi njenu kosu projekciju na pravu p ako su zraci
projektovanja paralelni sa ravni «.
Resenje: Konstruisemo ravan 3 koja prolazi kroz M i paralelna je sa a, tj.
B :(F—rv)d=0. Trazena kosa projekcija je prodor prave p kroz ravan §, tj.

P — 7P)A
( )

v = rp + _—
pn



Na prethodnom casu Analiticka geometrija Prodor prave kroz ravan. Projekcije
o] 0000000000 0000080

Rastojanje tacke od prave

Problem: Nad¢i rastojanje tacke M od prave
p:F=rp+tp.
Resenje:

d(p, M)

Ty

Ponavljanje
o]
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Rastojanje tacke od prave

Problem: Nad¢i rastojanje tacke M od prave
p:F=rp+tp. Y

Resenje: Posmatramo paralelogram odreden
vektorlma p i PM. Njegova povrsina je
|PI\/I x p, alii |p]-d(M,p), pa dobijamo d(p, M)
P P
PM x p — —
d(M,p) = ‘H‘ |PM — pr5(PM)|

ResenJe 2: Naéi tacku M’ koja je normalna projekcija tacke M na pravu p i izraunati
M.



Na prethodnom casu Analiticka geometrija Prodor prave kroz ravan. Projekcije Ponavljanje
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Rastojanje tacke od ravni

Problem: Nad¢i rastojanje tactke M od ravni
a(r—rg)n=0.

S

Resenje: M
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Rastojanje tacke od ravni

Problem: Nad¢i rastojanje tactke M od ravni
a(F—rg)n=0.
(v _Q) - .
Resenje: Projektujemo vektor QM na vektor
normale 7, traZeno rastojanje d(M, ) je
intezitet dobijenog vektora projekcije, tj.
—

d(M, 0) = prs( QM| = (-7

]
Akoje M(XlaYLZl)i . L. . ’ .
a: Ax + By + Cz + D = 0 tada dobijamo Resenje 2: Naci tacku M’ koja je
normalna projekcija tacke M na ravan
_ |Axi + By1 + Cz1 + D| « i izraunati |[MM'|.

d(M, «) o]



Sta smo danas radili

Duzina duzi i deoba duzi
Jednacina prave
Jednadina ravni

Prodor prave kroz ravan
Normalne i kose projekcije

Rastojanje tacke od prave i ravni

Ponavljanje
[ ]
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