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Na prethodnom £asu Analiti£ka geometrija Prodor prave kroz ravan. Projekcije Ponavljanje

Na prethodnom £asu

• Koordinate

• Ortonormirane baze

• Triedar desne orijentacije

• Vektori u koordinatama

• Vektorski proizvod

• Me²oviti proizvod
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Analiti£ka geometrija
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Vektor poloºaja ta£ke

Videli smo da ako je (⃗i , j⃗ , k⃗) �ksna ortonormirana baza vektora desne orijentacije tada

se svaki r⃗A ∈ V moºe na jedinstven na£in predstaviti kao

r⃗A = (⃗i r⃗A)⃗i + (j⃗ r⃗A)j⃗ + (k⃗ r⃗A)k⃗ = xA i⃗ + yA j⃗ + zAk⃗ = (xA, yA, zA)

Ako pored (⃗i , j⃗ , k⃗) �ksiramo i jednu ta£ku O,

dobijamo Dekartov pravougli koordinatni

sistem.

De�nicija

Vektor r⃗A =
−→
OA zove se vektor poloºaja ta£ke

A, gde je O koordinatni po£etak. Ako je

r⃗A = xA i⃗ + yA j⃗ + zAk⃗ , tada su (xA, yA, zA)
koordinate ta£ke A, i pi²emo A(xA, yA, zA).

x

z

y
k⃗ r⃗A

i⃗
j⃗

A(xA, yA, zA)

O
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Vektori i ure�ene trojke realnih brojeva

Pitanje: Da li slobodni vektor x i⃗ + y j⃗ + zk⃗ moºemo da izjedna£imo sa ure�enom

trojkom realnih brojeva (x , y , z)?

• Kasnije ¢emo raditi vektorske prostore, pa ¢emo videti da je vektorski prostor

slododnih vektora (V ,R,+, ·) izomorfan vektorskom prostoru ure�enih trojki

realnih brojeva (R3,R,+, ·), gde su operacije de�nisane sa

(x1, x2, x3) + (y1, y2, y3) = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3)

λ(x1, x2, x3) = (λx1, λx2, λx3)

• Jedan takav izomor�zam f : V → R3 je de�nisan sa f (x i⃗ + y j⃗ + zk⃗) = (x , y , z).

• Sada ¢emo koriste¢i vektore pokazati kako se jednostavno izvode osnovne £injenice

iz analiti£ke geometrije.
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Duºina duºi. Deoba duºi

De�nicija

Ako su date ta£ke A(xA, yA, zA) i B(xB , yB , zB),
tada moºemo izra£unati vektor−→
AB = r⃗B − r⃗A = (xB − xA, yB − yA, zB − zA), a
odavde (pomo¢u skalarnog proizvoda) dobijamo

duºinu duºi

AB = |
−→
AB| =

√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2

x

z

yr⃗A

A(xA, yA, zA)
r⃗B

B(xB , yB , zB)

M(x , y , z)

O

Teorema
Ako na duºi AB traºimo ta£ku M(x , y , z) koja deli duº u razmeri

−−→
AM :

−−→
MB = λ : 1,

tada je

−−→
AM = λ

−−→
MB ⇔ r⃗M−r⃗A = λr⃗B−λr⃗M ⇔ r⃗M =

r⃗A + λr⃗B
1+ λ

=
(xA + λxB

1+ λ
,
yA + λyB
1+ λ

,
zA + λzB
1+ λ

)
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Jedna£ina prave
Ako je prava zadata ta£kom A(xA, yA, zA) i
vektorom pravca p⃗ = (p1, p2, p3), tada za svaku

ta£ku M(x , y , z) vaºi

M ∈ p ⇔
−−→
AM ∥ p⃗ ⇔

−−→
AM = tp⃗ ⇔ r⃗M = r⃗A+tp⃗

Tako dobijamo vektorski oblik jedna£ine

prave p : r⃗ = r⃗A + tp⃗. Ako sada raspi²emo u

koordinatama

(x , y , z) = (xA, yA, zA) + t(p1, p2, p3) dobijamo

parametarski oblik jedna£ine prave p:

x = xA + tp1

y = yA + tp2

z = zA + tp3

p⃗

A M

O

p

Ako iz parametarskog oblika iz svih

jednakosti izrazimo parametar t
dobijamo kanoni£ki oblik jedna£ine

prave

p :
x − xA
p1

=
y − yA
p2

=
z − zA
p3

Ako je prava p zadata sa dve ta£ke

A(xA, yA, zA) i B(xB , yB , zB), tada je

vektor pravca prave p

p⃗ =
−→
AB = (xB − xA, yB − yA, zB − zA)
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Odnos dve prave. Presek pravih
Ako su zadate dve prave

p :
x − xA
p1

=
y − yA
p2

=
z − zA
p3

i q :
x − xB
q1

=
y − yB
q2

=
z − zB
q3

tj. A(xA, yA, zA) ∈ p, p⃗ = (p1, p2, p3) ∥ p, B(xB , yB , zB) ∈ q i q⃗ = (q1, q2, q3) ∥ q,
tada su prave p i q
• paralelne ako je p⃗ ∥ q⃗, tj. ako je p⃗ = λq⃗, pri £emu se

• poklapaju ako A ∈ q
• paralelne i razli£ite ako A /∈ q

• ako p i q nisu paralelne, tada

• seku se ako prave p i q leºe u istoj ravni, tj. ako je me²oviti proizvod
−→
AB(p⃗× q⃗) = 0

• mimoilazne su ako je
−→
AB(p⃗ × q⃗) ̸= 0

Presek pravih (ako se seku) dobija se izjedna£avanjem odgovaraju¢ih jednakosti iz

parametarskih oblika jedna£ina dve prave.
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Jedna£ina ravni
Ako je ravan α zadata ta£kom Q(xQ , yQ , zQ) i
vektorom normale n⃗ = (A,B,C ), tada za svaku

ta£ku M(x , y , z) vaºi

M ∈ α ⇔
−−→
QM ⊥ n⃗ ⇔

−−→
QM · n⃗ = 0

Tako dobijamo vektorski oblik jedna£ine

ravni α : (r⃗M − r⃗Q)n⃗ = 0.

n⃗

Q M

O

α

Ako sada raspi²emo u koordinatama ((x , y , z)− (xQ , yQ , zQ))(A,B,C ) = 0 dobijamo

op²ti oblik jedna£ine ravni:

α : A(x − xQ) + B(y − yQ) + C (z − zQ) = 0

Ako je D = AxQ + ByQ + CzQ op²ti oblik jedna£ine ravni se moºe zapisati sa

α : Ax + By + Cz = D
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Parametarski oblik jedna£ine ravni - dva nekolinearna vektora i ravan
Ako je ravan α zadata ta£kom Q(xQ , yQ , zQ) i
dva nekolinearna vektora a⃗ = (a1, a2, a3) i
b⃗ = (b1, b2, b3), tada za svaku ta£ku M(x , y , z)
vaºi

M ∈ α ⇔
−−→
QM = t1a⃗+t2b⃗ ⇔ r⃗ = r⃗Q+t1a⃗+t2b⃗

Tako dobijamo parametarski oblik jedna£ine

ravni α
x = xQ + t1a1 + t2b1

y = yQ + t1a2 + t2b2

z = zQ + t1a3 + t2b3

Primetimo da vektor normale ravni α moºemo

dobiti pomo¢u a⃗ i b⃗ kao n⃗ = a⃗× b⃗.

a⃗
b⃗

n⃗

Q
M

O

α

Ili, moºemo re¢i da M ∈ α akko su

vektori a⃗, b⃗,
−−→
QM komplanarni, odakle je−−→

QM(a⃗× b⃗) = 0, tj.∣∣∣∣∣∣
x − xQ y − yQ z − zQ
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣ = 0
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Odnos prave i ravni

Ako su zadate prava i ravan

p :
x − xp
p1

=
y − yp
p2

=
z − zp
p3

i α : Ax + By + Cz = D

odnosno P(xP , yP , zP) ∈ p, p⃗ = (p1, p2, p3) ∥ p i n⃗ = (A,B,C ) ⊥ α, tada su prava p i

ravan α

• paralelne ako je p⃗ ⊥ n⃗, tj. p⃗n⃗ = 0, pri £emu
• prava leºi u ravni ako P ∈ α
• paralelne i nemaju zajedni£kih ta£aka ako P /∈ α

• seku se ako p⃗n⃗ ̸= 0.

Presek prave i ravni (ako se seku) - malo kasnije.
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Simetralna ravan

Problem: Na¢i sve ta£ke u prostoru koje su jednako udaljene od ta£aka A i B .

Re²enje: U pitanju je simetralna ravan α koja sadrºi sredinu duºi AB , tj. ta£ku S £iji

je vektor poloºaja r⃗S = 1
2
(r⃗A + r⃗B), i koja je normalna na duº AB , tj. vektor normale

ravni α je n⃗ =
−→
AB . Odatle je jedna£ina simetralne ravni za duº AB

α : (r⃗ − r⃗S)
−→
AB = 0
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Prodor prave kroz ravan. Projekcije
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Prodor prave kroz ravan

Ako se prava i ravan

p : r⃗ = r⃗P + tp⃗ i α : (r⃗ − r⃗Q)n⃗ = 0

seku u ta£ki R , tada uvr²tavanjem r⃗ iz jedna£ine prave u jedna£inu ravni dobijamo

(r⃗P + tp⃗ − r⃗Q)n⃗ = 0 ⇔ tp⃗n⃗ = (r⃗Q − r⃗P)n⃗ ⇔ t =
(r⃗Q − r⃗P)n⃗

p⃗n⃗

vra¢anjem t u jedna£inu prave dobijamo vektor poloºaja ta£ke preseka R (prodora prave

kroz ravan)

r⃗R = r⃗P +
(r⃗Q − r⃗P)n⃗

p⃗n⃗
p⃗
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Normalna projekcija ta£ke na ravan
Problem: Na¢i vektor poloºaja ta£ke M ′ koja
je normalna projekcija ta£ke M na ravan

α : (r⃗ − r⃗Q)n⃗ = 0.

Re²enje:

Konstrui²emo pravu p koja prolazi

kroz M i normalna je na ravan α, tj. moºemo

uzeti p⃗ = n⃗, odnosno imamo p : r⃗ = r⃗M + tn⃗.
Sada se traºena projekcija dobija kao prodor

prave p kroz ravan α

r⃗M′ = r⃗M +
(r⃗Q − r⃗M)n⃗

n⃗n⃗
n⃗

n⃗

p

Q

M

M ′

O

α

Napomena: Ako ravan α prolazi kroz kooridnatni po£etak, tj. O ∈ α, onda je

projekcija ta£ke M na ravan α zapravo projekcija vektora r⃗M na ravan α
r⃗M′ = r⃗M − r⃗M n⃗

n⃗n⃗ n⃗ = prα(r⃗M).
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Normalna projekcija ta£ke na pravu
Problem: Na¢i vektor poloºaja ta£ke M ′ koja
je normalna projekcija ta£ke M na pravu

p : r⃗ = r⃗P + tp⃗.
Re²enje:

Konstrui²emo ravan α koja prolazi

kroz M i normalna je na pravu p, tj. moºemo

uzeti n⃗ = p⃗, odnosno imamo α : (r⃗ − r⃗M)p⃗ = 0.

Sada se traºena projekcija dobija kao prodor

prave p kroz ravan α

r⃗M′ = r⃗P +
(r⃗M − r⃗P)p⃗

p⃗p⃗
p⃗

p⃗p

M

P

M ′

α

Napomena: Ako prava p prolazi kroz kooridnatni po£etak, tj. O ∈ p, onda je

projekcija ta£ke M na pravu p zapravo projekcija vektora r⃗M na pravac vektora p⃗, tj.
r⃗M′ = r⃗M p⃗

p⃗p⃗ p⃗ = prp⃗(r⃗M).
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Kose projekcije
Neka su date prava p : r⃗ = r⃗P + tp⃗ i ravan α : (r⃗ − r⃗Q)n⃗ = 0.

• Problem 1: Za datu ta£ku M na¢i njenu kosu projekciju na ravan α ako su zraci

projektovanja paralelni sa pravom p.

Re²enje: Konstrui²emo pravu a koja prolazi kroz M i paralelna je sa p, tj.
a : r⃗ = r⃗M + tp⃗. Traºena kosa projekcija je prodor prave a kroz ravan α, tj.

r⃗M′ = r⃗M +
(r⃗Q − r⃗M)n⃗

p⃗n⃗
p⃗

• Problem 2: Za datu ta£ku M na¢i njenu kosu projekciju na pravu p ako su zraci

projektovanja paralelni sa ravni α.
Re²enje: Konstrui²emo ravan β koja prolazi kroz M i paralelna je sa α, tj.
β : (r⃗ − r⃗M)n⃗ = 0. Traºena kosa projekcija je prodor prave p kroz ravan β, tj.

r⃗M′′ = r⃗P +
(r⃗M − r⃗P)n⃗

p⃗n⃗
p⃗
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Re²enje: Konstrui²emo ravan β koja prolazi kroz M i paralelna je sa α, tj.
β : (r⃗ − r⃗M)n⃗ = 0. Traºena kosa projekcija je prodor prave p kroz ravan β, tj.

r⃗M′′ = r⃗P +
(r⃗M − r⃗P)n⃗

p⃗n⃗
p⃗



Na prethodnom £asu Analiti£ka geometrija Prodor prave kroz ravan. Projekcije Ponavljanje

Rastojanje ta£ke od prave

Problem: Na¢i rastojanje ta£ke M od prave

p : r⃗ = r⃗P + tp⃗.
Re²enje:

Posmatramo paralelogram odre�en

vektorima p⃗ i
−−→
PM. Njegova povr²ina je

|
−−→
PM × p⃗|, ali i |p⃗| · d(M, p), pa dobijamo

d(M, p) =
|
−−→
PM × p⃗|

|p⃗|
= |

−−→
PM − prp⃗(

−−→
PM)|

p⃗

M

P

d(p,M)

Re²enje 2: Na¢i ta£ku M ′ koja je normalna projekcija ta£ke M na pravu p i izra£unati

|
−−→
MM ′|.
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Na prethodnom £asu Analiti£ka geometrija Prodor prave kroz ravan. Projekcije Ponavljanje

Rastojanje ta£ke od ravni
Problem: Na¢i rastojanje ta£ke M od ravni

α(r⃗ − r⃗Q)n⃗ = 0.

Re²enje:

Projektujemo vektor
−−→
QM na vektor

normale n⃗, traºeno rastojanje d(M, α) je
intezitet dobijenog vektora projekcije, tj.

d(M, α) = |prn⃗(
−−→
QM)| = |

−−→
QM · n⃗|
|n⃗|

Ako je M(x1, y1, z1) i
α : Ax + By + Cz + D = 0 tada dobijamo

d(M, α) =
|Ax1 + By1 + Cz1 + D|√

A2 + B2 + C 2

n⃗

n⃗

Q

M

M ′

α

Re²enje 2: Na¢i ta£ku M ′ koja je

normalna projekcija ta£ke M na ravan

α i izra£unati |
−−→
MM ′|.
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Na prethodnom £asu Analiti£ka geometrija Prodor prave kroz ravan. Projekcije Ponavljanje

�ta smo danas radili

• Duºina duºi i deoba duºi

• Jedna£ina prave

• Jedna£ina ravni

• Prodor prave kroz ravan

• Normalne i kose projekcije

• Rastojanje ta£ke od prave i ravni
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