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Na prethodnom casu

® Linearne transformacije

® Osnovni stav linearne algebre

Izomorfizmi

Matrice

Veza izmedu matrica i linearnih tranformacija
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Rotacije oko O u R?

Podsecanje: Rotacija oko 0 za ugao 6 je

f(x+iy) = (x+iy)e = (x+iy)(cosf +isinf) = xcosh — ysin+i(xsinf+y cosb).
Tj. rotacija za 6 oko (0,0) u R? je data sa f(x,y) = (xcosf — ysinf,xsin@ + y cos )
Primeti: Ovo je linearna tranfsormacija, ¢ija je matrica data sa

i vazi det(Mr) =1

My = [ cosf —sinf ]

sinf cos@

Konkretno, rotacija u R? oko koordinatnog pocetka:

® za ugao 7 je linearna transformacija fi(x,y) = (—x, —y), a matrica je
-1 0
Mz = [ 0 -1 }

® za ugao 3 je linearna transformacija f(x,y) = (—y, x), a matrica je
ga0 3 ) J y y

0 -1
we- [0 3]
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Rotacije oko O u R?

Podsecanje: Rotacija oko 0 za ugao 6 je

f(x+iy) = (x+iy)e = (x+iy)(cosf +isinf) = xcosh — ysin+i(xsinf+y cosb).
Tj. rotacija za 6 oko (0,0) u R? je data sa f(x,y) = (xcosf — ysinf,xsin@ + y cos )
Primeti: Ovo je linearna tranfsormacija, ¢ija je matrica data sa

i vazi det(Mr) =1

sinf cos@

My = [ cosf —sinf ]

Konkretno, rotacija u R? oko koordinatnog pocetka:
® za ugao 7 je linearna transformacija fi(x,y) = (—x, —y), a matrica je

My, = [ _é _(1) }; Primeti: f(1,0) = (—1,0)i £(0,1) = (0, 1)

® za ugao 3 je linearna transformacija f(x,y) = (—y, x), a matrica je
ga0 3 ) J y y

My, = [ ‘1) _(1) } Primeti: £(1,0) = (0,1) i £(0,1) = (—1,0)
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Osne simetrije u R? ako osa prolazi kroz O
Podsecanje: Funkcija definisana sa
fy(z) = ze® = (x — iy)(cos + isinf) = x cos@ + y sin@ + i(xsin — y cos ),
odreduje osnu simetriju u odnosu na osu koja prolazi kroz 0 i &ija jedna poluosa sa
pozitivnim delom realne ose gradi ugao od g. Tj. u R? imamo da je
fo(x,y) = (xcosf + ysinf, xsinf — y cos ) linearna transformacija, Cija je matrica

M, _[cos@ sin 6 }

' = | 6ind — cosd i vazi det(Mg,)) =

Konkretno, osna simetrija u R? oko ose koja prolazi kroz koordinatni pocetak i sa
realnom osom gradi:
® ugao g = 7 (tj. oko prave y = x) je linearna tranformacija fg(x,y) = (y,x), ¢ija

je matrica Mfi = [ 01 ];

10
® ugao ;5 9 — —7 (tj. oko prave y = —x) je linearna transformacija
ﬂg(x,y) = (—y,—x).
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Projekcija na pravu koja prolazi kroz O u R3
Podsecanje: Normalna projekcija tactke M na pravu koja prolazi kroz O, tj. a: = tad
je data sa ryr = 423, tj. ako je M(x,y,z), a= (a1, a2, a3), onda je funkcija koja
projektuje sve tacke iz prostora na pravu a data sa
a X+ ay + aszz

P.(x,y,z) =
a(x:y,2) al + a3 + a3

(a1, a2, a3)
Ako uzmemo da je |a] = 1, tada imamo
_ (42 2 2
Pa(x,y,z) = (aix + aca1y + aza1z, a1axx + asy + azarz, ajasx + apasy + azz)

pa je P, linearna tranformacija, Cija je matrica (koju ¢emo oznaciti isto kao i funkciju)

3% dodl asai
P,=| a1aa a3 aa ivazi det(P,)=0 i P2=P,-P,=P,
di1ad3 djzas a%

Ovakve linearne transformacije zovu se projektori. Dati primer!
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Projekcije na ravan koja prolazi kroz O u R3
Podsecanje: Normalna projekcija tactke M na ravan koja prolazi kroz O, tj. a: FrAi=0
je datasa iy = ry — %ﬁ, tj. ako je M(x,y,z), = (A, B, C), onda je funkcija koja
projektuje sve tacke iz prostora na ravan « data sa

Ax 4+ By + Cz
Pa(X,y,Z) = (X,_y,Z) - m(’qv Ba C)

Ako uzmemo da je |n] = 1, tada imamo
Puo(x,y,2) = (x,y,2) — (A’x + BAy + CAz, ABx + B?y 4+ CBz, ACx + BCy + C?z)
pa je P, linearna tranformacija, Cija je matrica (koju ¢emo oznaditi isto kao i funkciju)

1-A2 —-BA —CA
P,=| -AB 1-B*> —CB
~AC —-BC 1-C?

ivazi det(P,)=0 i P2=P,-P,=P,

Ponovo projektor.
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Simetrije u odnosu na pravu koja prolazi kroz O u R3
Problem: Nac¢i funkciju koja tacke iz prostora preslikava osno simetriéno u odnosu na
pravu a: r = ta, gde je 3= (a1, a2, a3).

Resenje: Ako za tacku M(x,y, z) trazimo tacku N simetriénu u odnosu na pravu a,
tada je M’ projekcija tacke M na pravu a sredina duzi MN, tj. vazi ryy = w
odakle dobijamo ry = 2ry — riy. Zato je trazena funkcija

Ra(vavz) :QPQ(X,_)/,Z)* (vaaz)

Posto su P, (projekcija na pravu a) i identicka funkcija linearne transformacije, to je i
R, linearna transformacija (jer je linearna kombinacija linearnih transformacija ponovo
linearna transformacija), a matrica je

23% —1 23231 23381
R,=2P,—1=| 2aay 2a5—-1 2aa ivazi det(P))#0 i P2=P,P,=1
28133 23233 28% -1

Ovakve linearne transformacije zovu se reflektori. Dati primer!
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Simetrije u odnosu na ravan koja prolazi kroz O u R3

Probajte sami! (Pratite prethodni slajd)

Napomena

Slicno bismo mogli pokazati i da su kose projekcije i kose simetrije u odnosu na prave i
ravni koje prolaze kroz O takode linearne transformacije i naéi njihove matrice.
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Matrice i linearne tranformacije
u drugim bazama i nad drugim poljima
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Druge baze
Do sad smo uglavnom vektore predstavljali pomoc¢u standardne baze, npr. u R*
1 0 0 0 1 000 o
_ _ 0 1 0 O |01 00 Ié]
0 0 0 1 0 0 01 )

Medutim, u praksi nekad ova baza i nije najbolji izbor. Zato postoje mnoge druge baze,
ovde dajemo matrice za neke najvaznije (za C* i R*):

Furijeova: Volsova (Hadamarova): Haarova (velvet):
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
111 —i -1 i 1(1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1
Fa= > — = _
i I R R I R T S ST it RV SV S 0
1 i -1 i 1 -1 1 -1 0 0 V2 —V2

Primeti: Vektori kolona matrica ¢ine ortonormirane baze za R* (Furijeova za C*)
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Zadatak

Zadatak: Vektor x € R*, koji u Volsovoj bazi ima reprezentaciju x = (2,—2,0,0)w
predstaviti u bazi odredenoj Haarovom matricom H.

Resenje: Neka su wy, wo, ws, wy vektori kolona VolSove matrice, a hy, hy, hs, hg vektori
kolona Haarove matrice. Reprezentacije jednog istog vektora x u razli€itim bazama
oznacavacemo sa indeksom baze. Sada imamo

Xw = (2,—2,0,0)W = 2W1 —2W2 +0- w3 +0- W4 = W4 cXw = (0,0,2,2)/ = X]
tj. dobili smo x u standardnoj bazi I - zapravo je W, matrica linearne tranformacije
koja vektore iz baze W preslikava u vektore standardne baze /. Sa druge strane, imamo

xp=(,B,7,0)H=0ca-hm+pB-h+~y-h3+0-hy=Hy xy=1(0,0,22) =x
Dakle, reprezentaciju vektora u bazi H moZemo izracunati iz sistema linearnih jednacina
a-hi+ B -hy+~y-h3+0-hy=(0,0,2,2); = x; - ovo je za domaci - ali mozda
interesantnije je primetiti da smo izveli matri¢nu jednacinu Wy - xyw = x; = Hy - xy,
odakle dobijamo

XH = H4_1 X = H4_1W4'XW
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Prelazak iz standardne baze u bazu A

Teorema

Ako je A= (a1, az,...,an) baza vektorskog prostora R", i neka je sa A oznacena
odgovaraju¢a matrica (Cije kolone predstavijaju redom vektori baze A). Tada je matrica
prelaska iz standardne baze | u bazu A data sa A7, tj. xa = A lx;.

Napomena

Obrnuto, prelazak iz baze A u standardnu bazu | je jednostavan, jer je x; = Axa.
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Linearne tranformacije f : R3 — R? u drugima bazama
Do sada smo nauéili da svaka linearna transformacija f : R® — R? ima oblik
f(x,y,2) = (ax +y + ¢z, Bx + by +12), ti.
£(1,0,0) = (a,
fEO, 1,0; = Efy, ?)) , Cija je matrica My = [ g ?5/ 4 }
70,01) = (p.9) v
Medutim, is Osnovnog stava linearne algebre znamo da je linearna transformacija
zadata slikama bilo koje baze (ne mora biti standardna).
Definicija
Ako je A = (a1, a»,a3) baza prostora R® i B = (by, by) baza prostora R? i f : R® — R?
linearna transformacija zadata sa
f(al) = abi+pBb = (a,ﬂ)B a v @
f(az) = wbi+0by = (v,0)g , tadaje C= [ 5 5 W }
f(as) = ¢bi+vb = (v,¢)8
matrica linearne transformacije f u odnosu na baze A i B.
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Sta kaze prethodna definicija i moze li sad preko standradne baze?

Prethodna definicija kaze da ako je zadata baza vektorskog prostora originala A i baza
vektorskog skupa slika B, tada slike vektora iz baze A predstavljene u bazi B odreduju
matricu linearne transformacije, tj.

f(xa) = yB & C-xa=yB

Pitanje: Ako su mi poznate baze A i B i matrica linearne tranformacije C, kako da
izraunam matricu linearne transformacije M u odnosu na k5 i I standardne baze
prostora R3 i R??
Odgovor: Ako su A i B matrice baza A i B (Cije su kolone vektori iz odgovarajuéih
baza), tada imamo

Y = Byg = BCxp = BCA71X/3

odakle je matrica u standardnim bazama M; = BCA™!.

Napomena: Generalizacija na f : R” — R™ je direktna.
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Linearne transformacije f : F” — F™ nad drugim poljima?
Pitanje: Do sad smo radili samo sa linearnim transformacijama nad poljem R, 5ta je sa
ostalim poljima?

Odgovor: Sve isto vazi i nad ostalim poljima:
Teorema (Oblik linearne transfomacije)

Svaka linearna transfomacija f : F" — F™ ima oblik
f(x1,...,xn) = (a11x1 + ...+ 31nXny - -+, 3m1X1 + - .. + anmXn)

Primeti da je linearna transformacija odredena slikama standardne baze
f(1,0,...,0) = (a11,---,am1),---,f(0,...,0,1) = (a1n, ..., amn) i da je njena matrica

a1 a2 ... an

ani ano ... a2n
Mg =

dml dm2 --- dmn
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Ostali vektorski prostori i linearne transformacije?

Pitanje: A sta ako vektorski prostor nije F"? Npr. vektorski prostori kompleksnih
brojeva, slobodnih vektora, polinoma?

Odgovor: Ovo smo veé "resili”, npr. za slobodni vektor X = i + ﬁf—i— 7/? = (o, 8,7),
tj. slobodne vektore smo izjednacavali sa uredenim trojkama realnih brojeva (svaka
baza odreduje koordinate). Sad ¢emo to formalno opisati.

Teorema (Kanonicki izomorfizam)

Neka je (V, F,+,-) vektorski prostor i neka je A= (a1, az,...,a,) jedna baza prostora
V. Tada je funkcija op : F" — V definisana sa, za sve x € F",

va(x) =palar,a2,...,an) = @131 + aaz + ... + apap

izomorfizam vektorskih prostora F" i V, koji se zove kanonicki izomorfizam.
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Matrice za sve linearne transformacije

Definicija (Matrice za sve linearne transformacije)

Neka je f : Vi — V, linearna transformacija, gde su Vi i V> vektorski prostori nad
proizvoljnim poljem F. Neka je A= (a1, az,...,a,) jedna baza prostora V; i
B = (b1, b2,...,bm) jedna baza prostora V,. Tada linearna transformacija

fC:goElofoapA:F”—)Fm
odreduje matricu C, za koju kaZemo da odgovara linearnoj transformaciji f.

Napomena

Prethodna teorema tvrdi da sve linearne transformacije izmedu konacno-dimenzionalnih
vektorskih prostora, nad proizvolinim poljem, mozemo - do na kanonic¢ki izomorfizam -
posmatrati kao linearne transformacije f : F" — F™, pa zato za sve njih imamo
Jjedinstvene matrice.



Sta smo danas radili

Primeri linearnih transformacija: rotacije, simetrije, projekcije
Promena baze

Matrice u drugim bazama

Kanonicki izomorfizam

Matrice za sve linearne tranfsomacije

Ponavljanje
[ ]
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