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Baza i dimenzija vektorskog prostora slika linearne transformacije

Podsecanje:
® Ako je A= (a1,...,an) baza prostora V4, tada je linearna transformacija
f: Vi — V, odredena slikama vektora te baze - a te slike B = (f(a1),...,f(an))

zapravo Cine vektore kolona odgovarajuée matrice My.

® Znamo da je skup slika f( V1) vektorski potprostor od V5, i da je f(V41) generisan
vektorima iz B.

® Dalje, znamo da je B linearno nezavisna akko je f injektivna - i tada je B baza
vektorskog prostora (V).
¢ Dakle, ako je f injektivna tada je dim(V;) = dim(f(V41)), a ako f nije injektivna
tada je dim(V4) > dim(f(V1)).
Pitanje: Za datu linearnu transformaciju f (tj. njenu matricu M) kako da nadem
jednu bazu za f(V4) skup slika i kako da odredim dimenziju skupa slika?

Odgovor: Pomoc¢u ranga. (Zapravo rang ¢e nam dati i vise od toga!)
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Vektorski prostori vrsta i kolona matrice

Definicija (Vektorski prostori vrsta i kolona matrice)

Neka je matrica

a1 a12 ain
a1 ax asn
Amn =

. . aml aAm2 amn
i neka su vektori
n = (8117312, .- -,31n), = (821,3227 .- ~732n)7 ceeyIfm = (am1,3m27 .-
vrsta (eng. rows) matrice A, a vektori
a = (31173217 .. -,am1)7C2 = (3127322, .. -7am2)7 «vsCp = (a1n,32n, ..

kolona (eng. columns) matrice A. Tada je R(A) = L(n, r2, .
generisan vektorima vrsta matrice A, a C(A) = L(a, o, ..

generisan vektorima kolona matrice A.

.y @mn) vektori

.y amn) vektori

.., Im) vektorski prostor
., Cn) vektorski prostor

Primeti: Ako je f linearna transformacija koja odgovara matrici A, tada je

C(A) = f(\).
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Rang po vrstama i po kolonama

Definicija (Rang po vrstama i po kolonama)
Za datu matricu A definiSemo rang po vrstama sa rang(R(A)) = dim(R(A)), a rang po
kolonama sa rang(C(A)) = dim(C(A)).

Primeti: Ako je f linearna transformacija koja odgovara matrici A, tada je
rang(C(A)) = dim(f(V1)).

Primer
Za matricu
10 -10
21 00
31 -1 0
imamo da je rang po vrstama rang(R(A)) = 2 jer su prve dve vrste linearno nezavisne,

a treca je zbir prve dve, a takode je rang po kolonama rang(C(A)) = 2 jer su prve dve
kolone linearno nezavisne, treca je c3 = —c; +2¢, a Cetvrtacy =0-¢1 +0 - .
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Ekvivalentne (elementarne) transformacije matrica

Pitanje: Prosli primer je bio jednostavan - kako za bilo koju matricu mogu da proverim
rangove po vrstama i kolonama (i da li su uvek jednaki)?

Odgovor: Kao i mnogi drugi problemi iz linearne algebre - pomoc¢u ekvivalentnih
transformacija i Gausovog metoda eliminacije.
Definicija (Ekvivalentne transformacije matrica)
Ekvivalentne (elementarne) transformacije matrica su:
® Zamena mesta dvema vrstama (kolonama).
® Mnozenje vrste (kolone) skalarom razlicitim od nule.
® Dodavanje vrste (kolone), prethodno pomnozene skalarom, drugoj vrsti (koloni).

Transformacije po vrstama se zovu vrsta-transformacije, a transformacije po
kolonama su kolona-transformacije. Ako je matrica B dobijena od matrice A
ekvivalentnim transformacijama tada pisemo A ~ B.
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Ekvivalentne transformacije matrica i rangovi

Teorema (Ekvivalentne transformacije matrica i rangovi)

Ekvivalentnim transformacijama matrice rangovi po vrstama i rangovi po kolonama se
ne menjaju.

Dokaz

Dokaz dajemo samo za vrsta-transformacije matrice (dokaz za kolona-transformacije je
potpuno analogan). Neka je matrica A = [ajj]mn I neka je A" matrica dobijena od A
pomocu jedne vrsta-transformacije.

® Rang po vrstama: Posmatrajmo R(A) = L(r1,r,...,rm) (podseti se - r; su vrste

matrice A). Pokazacemo da vrsta-transformacije ne menjaju R(A) i zato je
rang(R(A)) = rang(R(A")).

1.

2,

Ako je A’ dobijena od A zamenom mesta dvema vrstama - recimo prvim dvema-
tada je R(A) = L(r,ray ... rm) = L(r,r, ..o rm) = R(A).

Ako je A’ dobijena od A mnozenjem jedne vrste - recimo druge - skalarom \ # 0
tada je R(A) = L(ri, 2y ytm) = L(r, Aray .oy rm) = R(A').

. Ako je A" dobijena od A dodavanjem jedne vrste pomnozene \ drugoj vrsti - recimo

prvoj na drugu - tada je R(A) = L(ri, ray ..., rm) = L(r, Art +ray oy ) = R(A'):
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(Nastavak dokaza.) Rang po kolonama: Posmatrajmo C(A) = L(¢1, ¢, ..., ¢y) (podsecanje:
¢; su kolone matrice A). Sada imamo situaciju da vrsta-transformacije menjaju C(A), ali éemo
pokazati da ne menjaju linearne zavisnosti koje vaze izmedu vektora. Sve linearne zavisnosti
izmedu vektora (c1, ca, . .., ¢,) dobijamo iz vektorske jednacine ayc1 + anca + ... + apc, =0,
koja za matricu A = [ajj]mn ima oblik

a1 a2 ain 0 apnoq + apas + ...+ aya, =0

az az? azn 0 _anar + anay + ... + a2, =0
Q1 . +aa . +...Fa, . =1 . |, . .

am1 am2 amn 0 amioy + amp + ... + amp, =0
Ako primenom jedne vrsta-transformacije na matricu A dobijamo matricu A’ (npr. zamenimo
mesta prvim dvema vrstama), tada od vektora kolona matrice A - (¢, ¢, .. ., ¢,), dobijamo
neke nove vektore kolona matrice A’ - (¢;, ¢}, ..., c,). Medutim, tada je sistem linearnih
jednacina koji daje sve linearne zavisnosti vektora (cj, ¢}, ..., c}) ekvivalentan sistemu linearnih
jednacina koji daje sve linearne zavisnosti vektora (cy, ¢, ..., ¢s), pa znamo da ta dva sistema
imaju isti skup resenja po (ai, o, ...,a,). Npr. za matricnu transformaciju zamena mesta
dvema prvim vrstama, sistem linearnih zavisnosti od A’ dobija se zamenom mesta prvim dvema
jednacinama u sistemu zavisnosti od A. Dakle, mozemo zakljuciti da je
dim(L(ci.co.....cy)) =dim(L(c].c5,....c")), odnosno rang(C(A)) = rang(C(A).
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Gausov metod i rang matrice

Teorema (Gornja trougaona matrica i rang matrice)

Svaka matrica B = [bjj]mn Se moZe ekvivalentnim transformacijama svesti na (gornju)

trougaonu matricu A, tj. vazi

[ a1 a2 a3

0 ax ax

0 0 ds33

B~1 0 0o o
0 0 0

0 0 0

air
ar
azr

arr
0

0

alr+1
ar+1
a3r+1

arr+1
0

0

dln
azn
a3n

arn
0

0

gde su pivoti a11 # 0,a20 #0,...,a, # 0. Takode vazi rang(R(B)) = rang(R(A)) = r

irang(C(B)) = rang(C(A)) =r.
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Dokaz teoreme

Ako je B nula-matrica tada su rangovi po vrstama i po kolonama jednaki 0, pa je dokaz
gotov. Neka je B # O. Tada na B primenjujemo Gausov metod (koji je isti kao i za
sisteme linearnih jednacina): ako je by; # 0 eliminiSemo sve ostale elemente iz prve
kolone. Ako je b;; = 0 zamenom mesta vrstama i kolonama na poziciju 11 dovesti
nenula element, pa onda uraditi eliminaciju preostalih elemenata iz prve kolone.
Ponavljati postupak za podmatricu iz koje su izbacene dotle "obradene” kolone i vrste.
U trougaonoj matrici A sa prethodnog slajda mozemo primetiti sledeée:

® Po vrstama: Prvih r vrsta su linearno nezavisne, a ostale su nula-vektori, a kako
ekvivalentne transformacije ne menjaju rang po vrstama sledi
rang(R(B)) = rang(R(A)) = r.

® Po kolonama: Prvih r kolona su linearno nezavisne, a kako je u svim kolonama
samo prvih r koordinata razli¢ito od 0, to sve kolone mogu generisati prostor

najvise dimenzije r. Dalje, kako ekvivalentne transformacije ne menjaju rang po
kolonama sledi rang(C(B)) = rang(C(A)) =r.
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Rang matrice i linearne transformacije

Primeti: Rang po vrstama (tj. dimenzija prostora generisanog vrstama matrice) jednak
je rangu po kolonama (tj. dimenziji prostora generisanog kolonama matrice - Sto je
zapravo dimenzija prostora slika odgovarajuce linearne transformacije).

Definicija (Rang matrice i linearne transformacije)

Za svaku matricu A, odnosno njoj odgovarajucu linearnu transformaciju f, definisemo
rang sa rang(A) = rang(f) = rang(R(A)) = rang(C(A)).

Primer

Gausov metod eliminacije daje

10 -1 0 10 -1 0 10 -1 0
A=121 00|~]J01 20|~|01 20
31 -1 0 01 20 00 0O

Odakle je rang(A) = 2. Primeti da su prve dve vrste (kolone) linearno nezavisni vektori
i da se treca kolona moZze dobiti kao linearna kombinacija prve dve kolone.
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Rang i determinanta

Teorema (Rang i determinanta)
Neka je A kvadratna matrica reda n. Tada je det(A) # 0 akko je rang(A) = n.

Dokaz

(=) : Neka je det(A) # 0. Treba pokazati da su tada svi vektori vrsta ry, ra, ..., r, matrice A
linearno nezavisni (jer je tada rang maksimalnih n). Pretpostavimo suprotno, da su vektori
vrsta linearno zavisni. Tada znamo da jedan od vektora mozemo izraziti kao linearna
kombinacija samo njemu prethodnih vektora. Neka je ri = A1 + Ao + ...+ Ag_1rk_1.
Ali tada od det(A) primenom ekvivalentnih transformacija: na k-tu vrstu dodamo prvu
pomnozenu sa —\y, drugu pomnozenu sa — )y, ..., (k — 1). vrstu pomnoZenu sa —\i_1,
dobijamo determinantu cija je k-ta vrsta 0-vektor, pa je det(A) = 0 - kontradikcija.

(<) : Neka je rang(A) = n. Pretopostavimo, suprotno tvrdenju teoreme, da je det(A) = 0. Ako
matricu A ekvivalentnim transformacijama svedemo na trougaoni oblik, dobijamo da je
bar poslednja vrsta jednaka 0-vektoru (jer ako su svi pivoti nenula onda je det(A) #0).
Posto ekvivalentne transformacije ocuvavaju rang, dobijamo rang(A) < n - kontradikcija.
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Sistemi linearnih jednacina i linearne transformacije
Svaki sistem linearnih jednacina moze se zapisati u matricnom obiliku:

X1
aiix1 + axe + ... + ainxp = by ain a2 ... ain o by
axnxy + axxa + ... + amx, = by a1 axp ... az by
. . . s | 0T x3 | =
amiX1 + ameXo + ... + ampXpn = bm aml am2 --- amn X bm
n

odnosno Ax = b. Sto znaéi da reenja sistema predstavlja skup svih vektora koje
linearna transformacija f, koja odgovara matrici A, preslikava u vektor b, ako takvi
postoje.

Specijalno, za homogen sistem linearnih jednacina Ax = 0, skup reSenja sistema
predstavlja skup svih vektora koje linearna transformacija f, koja odgovara matrici A,
preslikava u 0-vektor - a ovo je zapravo jezgro (za koje smo pokazali da je vektorski
prostor). Vazi sledeée: za matricu App, i njenu linearnu transformaciju f, ako je
rang(A) = r tada je dim(ker(f)) =n—r.
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Inverzna matrica
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Inverzna linearna transformacija, tj. inverzna matrica

Podsecanje: Ako je f: F" — F™ linearna transformacija, tj. M,,, njoj odgovarajuéa
matrica, tada je dim(V4) > dim(f(V41)) = rang(M). Dalje:

® ako je n < m, tada f ne moZze biti sirjektivna, a f je injektivna akko je

rang(M) = n;
® ako je n > m, tada f ne moze biti injektivna, a f je sirjektivna akko je
rang(M) = m;

® ako je n = m, tada je f izomorfizam akko f bazu preslikava na bazu akko je
rang(M) = n akko je det(M) # 0.

Pitanje: Kako za f : F" — F" koja je izomorfizam izracunati inverznu f~1?
] Ja J

Odgovor: Ako za f odgovara kvadratna matrica M, racunac¢emo inverznu matricu
M~ (koja odgovara linearnoj transformaciji f~1).
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Regularne i singularne matrice

Definicija (Inverzna matrica)

Za kvadratnu matricu A reda n, kvadratna matrica B, reda n, je inverzna ako je
AB = BA = |, gde je | jedinicna matrica reda n. Tada pisemo B = AL,

Definicija (Regularne i singularne matrice)

Ako za kvadratnu matricu A postoji inverzna, kaZemo da je A regularna matrica. U
suprotnom, za matricu A kazemo je singularna.

Napomena

Znamo da je (Hom(F"™), o) monoid, a ako uzmemo samo izomorfizme dobijamo
(nekomutativnu) grupu (lzo(F"), o) koja je izomorfna sa grupom (M, ") svih
regularnih matrica reda n, u odnosu na mnoZenje matrica.
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Racunanje inverzne matrice preko adjungovane matrice

Podsecanje: Za A = [ajj]», kvadratnu matricu, minor Mj; elementa aj; u matrici A je
determinanta koja se dobija kada se iz det(A) izostavi i-ta vrsta i j-ta kolona. Kofaktor
elementa a;; u matrici A je Aj = (—1)'" M.

Definicija (Adjungovana matrica)

Za kvadratnu matricu A = [aj]sn, adjungovana matrica je adj(A) = [Aj],},-
(Adjungovana matrica se dobija tako $to se svaki element u matrici zameni svojim
kofaktorom i zatim se izvrsi transponovanje.)

Teorema
Ako je A regularna matrica, tada je
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Dokaz teoreme

Ako racunamo A - adj(A) imamo

ail a2 ... ain A1 Ax ... An det(A) 0 . 0
al a» ... an A1p Ax Am B 0 det(A) c 0
anl an2 --- ann Ain Aon ... Am 0 0 R det(A)

gde smo koristili Teoremu o razvoju determinante po i-toj vrsti (koloni) koja kaze da je
ainAk1 + ai2Ak2 + . .. + ainAxn jednako sa det(A) za i = k, a jednako je 0 za i # k.
Dakle, dobili smo A - adj(A) = det(A) - I, odakle je

B 1
AT = der(A) A




IzraCunaj inverznu matricu za A =
Resenje:

1 0 -1

det(A)=|3 1 -2

02 0
r 1 -2 13 =2
2 0 0 O
a1 10 -1 1 -1
A= -2 2 0 0 O
0 -1 |1 -1
L 1 -2 3 -2

O W =

Inverzna matrica
0000080

Zadatak

N = O

-1
-2
0

N
o

W= O+ OWw
H O NO N

1

2’—4—6——2
) 4 0 67"
S22 0 2=
- 1 -1 1

- o -

SR
—

=N

nl
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Resavanje odredenih sistema linearnih jednacina matricnom metodom

X -z =1
Resi sistem linearnih jednadina 3x + y — 2z = 0 matrichom metodom.
2y = 2
Resenje: Sistem mozemo zapisati u matri€nom obliku sa Aw = b, gde su matrice
1 0 -1 X 1
A=|3 1 =2 w= |y b=10
02 0 z 2

Resenje dobijamo iz w = A~1b (A~! smo izracunali na prethodnom slajdu), odnosno

X 21 5 1 -3
w=|y|=] 00 32 0|l=1| 1
z 31 _71 2 —4

Primeti: MnoZenje matrica nije komutativno i A~1h # bA™1L.
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Elementarne matrice
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Racunanje inverzne preko dopisane matrice - primer

Drugi (brzi) nacin da se izraCuna inverzna matrica je da se na matricu A dopise
jedniéna matrica / i da se na A i [ istovremeno izvode vrsta-transformacije tako da se
od matrice A dobije jedini¢na (5to je moguce ako je A regularna) - tada ¢e se dopisana
jedini¢na matrica transformisati u A~!. Na primer:

10 -1/1 00 10 -1 100 10 -1 1 00

31 -2{010|=]{01 1[-310]|= 1 1(-3 10

02 0/001 02 0] 001 00 -2 6 —21
10 -1 10 0 100[-21 3
=01 1/-31 0|=[010 00 3
00 1|-31 F 001f31*7%

Pitanje: Zasto se ovo desilo?
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Ekvivalentne (elementarne) transformacije i elementarne matrice

Ekvivalentne (elementarne) vrsta-transformacije matrice su zapravo mnoZzenje matrice
sleva elementarnim matricama:

1. Zamena mesta i-toj i j-toj vrsti - mnoZenje matricom E;; koja se dobija od
jedini¢ne | zamenom j-te i j-te vrste.

2. Mnozenje i-te vrste sa A # 0 - mnozenje matricom E;(\) koja se dobija od
jedini¢ne [ tako Sto se i-ta vrsta pomnozi sa \.

3. Dodavanje i-te vrste, prethodno pomnozene sa A, j-toj vrsti - mnozenje matricom
Ejj(\) koja se dobija od jedini¢ne / dodavanje i-te vrste, prethodno pomnoZene sa

A, J-toj vrsti.
Primer: 10071 0 -1 10 -1
Epp(-3)-A=| -3 1 0 31 —2|=|01 1
001 02 0 02 0

Napomena: Isto vazi za kolona-transformacije i mnozenje zdesna elementarnim
matricama Ej;, E/()), Ej;(A) u kojima se transformacije takode rade po kolonama.
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Inverzna preko dopisane matrice - dokaz

Sledi dokaz da je algoritam raCunanja inverzne matrice pomoc¢u dopisane validan.
Ako su ti, ta,. .., t, vrsta-transformacije koje regularnu matricu A transformisu u
jediniénu i neka su E', E?,..., E" njima odgovarajuce elementarne matrice. Tada je

E"....-E2. E'.A=1,

§to znadi da je
EM.. . . E?.El=f". .. .E2.E'.|=A"1
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Elemenatarne matrice, rang i jezgro
Elementarnim matricama mozemo puno vise: mozemo odrediti skup slika i jezgro svake
linearne transformacije. Na primer, ako je f linearna transformacija odredena matricom

1 2 3
A=|[2 1 0
1 11
tada kolona-transformacijama mozemo dobiti
1 23 100 101 -3 2 3 1 01 -3 20
2 10 -2 1 0 01 0)|=| 010 01 0= 010
1 11 0 01 0 01 -1 11 0 01 -1 10
Ako pomnozimo dve elementarne (po kolonama) matrice dobijamo
1 2 3 10 1 -3 2 0

AE'=12 1 0 -2 1 -2 |(=| 010|=8B
1 11 00 1 -1 10
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Nastavak price sa prethodnog slajda

Sta nam sada o matrici A i njoj odgovarajucoj linearnoj transformaciji f govori

1 23 10 1 -3 20
AE'=12 1 0 -2 1 -2 | = 01 0|=8B7
111 00 1 -1 1 0

e E' je proizvod elementarnih (po kolonama) matrica, pa je A ~ B. Dalje:

® Posto su prve dve kolone u B linearno nezavisne (i nismo menjali mesta kolonama)
imamo da su i prve dve kolone matrice A linearno nezavisne, odakle ne samo da
mozemo zakljuéiti da je rang(A) = 2, ve¢ i da je f(V) = L((1,2,1),(2,1,1)).

® Znamo da je dim(ker(f)) = 3 — rang(f) = 1, medutim sada vidimo i koja
kombinacija vektora kolona matrice A daje 0-vektor - pise u trecoj koloni
matice E. Odatle mozemo zakljuciti da je ker(f) = L((1,—-2,1)).

Primeti: Upravo smo pronasli sva re3enja homogenog sistema linearnih jednacina
odredenog sa Aw = 0 - gde pise?



Ponavljanje
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Sta smo danas radili

Rang po vrstama i rang po kolonama

Ekvivalentne (elementarne) transformacije matrica

Trougaoni oblik matrice i rang matrice

Linearne transformacije u sistemima liearnih jednacina
Inverzna matrica, regularne i singularne matrice

Inverzna preko adjungovane matrice i preko dopisane matrice

Elemenatarne matrice, rang i jezgro
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