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Na prethodnom casu

® Skup slika i kompozicija
® Prebrajanje funkcija
Proizvoljne
Injektivne
Bijektivne
Sirjektivne

Rastuce
Neopadajuce
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Bulove algebre



Bulove algebre
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Skupovi
Neka je A # (). Posmatrajmo (P(A),U,N,,0,A), gde je P(A) partitivni skup od A,
operacije U i N predstavljaju uniju i presek skupova, a ~ je komplement (X = A\ X):
B; Komutativnost: Za sve X, Y € P(A) vazi

XUY=YUX i XNY=YnNX
B, Distributivnost: Za sve X, Y, Z € P(A) vazi
XN(Yuz)y=(Xny)u(Xnz) i Xu(ynz)=(Xuy)n(Xuz)
Bz Neutralni elementi: Za svako X € P(A) vazi
Xuph=X i XNnA=X
B, Komplementarnost: Za svako X € P(A) vazi

XUX=A i XNnX=10
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Iskazni racun
Posmatrajmo ({T,J_}, VoA, L T), gde operacije V i A predstavljaju disjunkciju i
konjukciju, a — je negacija:
B; Komutativnost: Za sve p,qg € {T, L} vazi

pVg=qVp i pAg=qgAp
B, Distributivnost: Za sve p,q,r € {T, L} vazi
p/\(q\/r):(p/\q)\/(p/\r) i p\/(q/\r):(p\/q)/\(p\/r)
Bz Neutralni elementi: Za svako p € {T, L} vazi
pVLl=p i pAT=p
B, Komplementarnost: Za svako p € {T, L} vazi

pV-p=T i pA-p=_1
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Delioci broja 30
Posmatrajmo (D30, NZS,NZD, x' = 370’ 1,30), gde je D3p = {1,2,3,5,6,10, 15,30}
skup delioca broja 30, NZS i NZD najmanji zajednicki sadrzalac i najveci zajednicki
delilac:
B: Komutativnost: Za sve x,y € Dsq vazi

NZS{x,y} = NZS5{y,x} i NZD{x,y} = NZD{y,x}
B> Distributivnost: Za sve x,y,z € D3y vazi
NZD{x,NZS{y,z}} = NZS{NZD{x,y}, NZD{x,z}} i
NZS{x,NZD{y,z}} = NZD{NZS{x,y}, NZ5{x, z}}
Bs Neutralni elementi: Za svako x € D3p vazi
NZS{x,1} =x i NZD{x,30} = x
B, Komplementarnost: Za svako x € Dsp vazi
NZS{x,x'} =30 i NZD{x,x'} =1
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Apstrakcija: Bulove algebre
Definicija: Uredena Sestorka B = (B, +,-/,0, 1), gde je B# (), +: B2 — B,
.:B?> = B,’:B— Bi0,1c B. Kazemo da je B Bulova algebra ako vaze aksiome:
B: Komutativnost: Za sve a, b € B vazi

a+b=b+a i a-b=b-a
B> Distributivnost: Za sve a, b, c € B vazi
a-(b+c)=(a-b)+(a-c) i a+(b-c)=(a+b)-(a+c)
B3 Neutralni elementi: Za svako a € B vazi
a+0=a i a-1=a
B, Komplementarnost: Za svako a € B vazi

at+ad =1 i a-ad=0
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Dualnost

Napomena

Primetimo da se aksiome pojavijuju u paru i da ako u jednoj aksiomi zamenimo mesta
simbolima + i -, i simbolima 0 i 1 onda ponovo dobijamo aksiomu Bulove algebre.
Posledica

Sledi da ¢e i skup teorema Bulove algebre biti dualan: kad god dokazemo neko tvrdenje
u Bulovim algebrama mozZemo u tvrdenju izvrsiti prethodno opisanu zamenu simbola i
dobiti da vazi njemu dualno tvrdenje.
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Osnovne teoreme Bulovih algebri
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ldempotentnost
Teorema (ldempotentnost)

U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,0,1), za sve a € B vazi
a+a=a | a-a=a
Dokaz

Dokaza¢emo samo prvu jednakost, druga ce onda slediti iz dualnosti. Imamo sledeée
izvodenje

a=a+0 (iz aksiome neutralni elementi)
=a+(a-d) (iz aksiome komplementarnost)
=(a+a)-(a+4) (iz aksiome distributivnost)
=(a+a)-1 (iz aksiome komplementarnost)

=a+a (iz aksiome neutralni elementi)
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ldempotentnost

Teorema (ldempotentnost)
U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-/,0, 1), za sve a € B vazi

ata=a | a-a=a
Napomena
U algebri skupova (P(A),U,N, ™, 0, A), idempotentnost kaze da za sve X C A vazi

XUX=X i XnNnX=X
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Ogranicenost

Teorema (Ogranicenost)
U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,0,1), za sve a € B vazi

at+l=1 i a-0=0
Dokaz

Dokaza¢emo samo jednu jednakost, druga e onda slediti iz dualnosti. Imamo sledece
izvodenje

at+l=(a+1)-1 (aksioma neutralni elementi)
=(a+1)-(a+4d) (aksioma komplementarnost)
=a+(1-3) (aksioma distributivnost)
=a+d (aksioma neutralni elementi (i komut.))

=1 (aksioma komplementarnost)



Na prethodnom casu Bulove algebre Osnovne teoreme Bulovih algebri Podalgebre Relacija poretka na Bulovim algebrama
[e] (e]e]e}

Ponavljanje
000000 00e0000000 00000 [e]

Ogranicenost

Teorema (Ogranicenost)
U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-/,0, 1), za sve a € B vazi

a+1=1 1/ a-0=0
Napomena
U algebri skupova (P(A),U,N,,0,A), ograni¢enost kaze da za sve X C A vazi

XUA=A i Xnh=10
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Apsorpcija
Teorema (Apsorpcija)

U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,/,0, 1), za sve a,b € B vazi

atab=a i a-(a+b)=a

Dokaz

Dokaza¢emo samo jednu jednakost, druga e onda slediti iz dualnosti. Imamo sledece
izvodenje

atab=a-1+ab (aksioma neutralni elementi)
=a-(1+b) (aksioma distributivnost)
=a-1 (teorema ogranicenost (i komut.))

=a (aksioma neutralni elementi)
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Apsorpcija

Teorema (Apsorpcija)
U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,,0,1), za sve a, b € B vazi

atab=a i a-(a+b)=a
Napomena
U algebri skupova (P(A), U,n,—, 0, A), apsorpcija kaze da za sve X, Y C A vazi

XU(XNY)=X i XNn(XUY)=X
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Pomoc¢na teorema

Lema (Pomocna)
U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,,0,1), za sve a,b € B vazi

at+ab=a+b i a-(d+b)=a-b

Dokaz
Dokazacemo samo jednu jednakost, druga Ce onda slediti iz dualnosti. Imamo sledece
izvodenje
at+ab=(a+3a) (a+b) (aksioma distributivnost)
=1-(a+b) (aksioma komplementarnost)
=a+b (aksioma neutralni elelmenti (i komut.))

Lema (Pomoéna 2)
U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,,0,1), za sve a,b € B vazi

d+ab=a+b i ad-(a+b)=4a b
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Asocijativnost
Teorema (Asocijativnost)
U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,0,1), za sve a,b,c € B vazi

(a+b)+c=a+(b+c) i (a-b)-c=a-(b-c)
Dokaz

Dokazacemo samo jednu jednakost, druga e onda slediti iz dualnosti. Imamo sledece
izvodenje

(a+b)+c=1-((a+b)+c) (neutralni elementi (i komut.))
=(a+4d)-((a+b)+c) (komplementarnost)
= (a(a+ b) +ac) + (d'(a+ b) + d'c) (distributivnost)
= (a+ac) + (db+dc) (apsorpcija i pomoéna 2)
=a+a(b+c) (apsorpcija i distributivnost)

=a+(b+c¢) (pomocna)
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Asocijativnost

Teorema (Asocijativnost)
U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,0,1), za sve a,b,c € B vazi

(a+b)+c=a+(b+c) i (a-b)-c=a-(b-c)
Napomena
U algebri skupova (P(A), U,n,—, 0, A), asocijativnost kaze da za sve X, Y,Z C A vazi

(XUY)UZ=XU(YUZ) i (XNY)NZ=XN(YN2)



Osnovne teoreme Bulovih algebri
000000e000

Jedinstvenost komplementa
Teorema (Jedinstvenost komplementa)

U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,,0,1) sistem jednacinaa+x=1 A a-x=10
ima jedinstveno resenje za sve vrednosti parametra a € B i to resenje je x = &'.

Dokaz
Posto se trazi jedinstveno resenje sistema mi éemo pokazati da

1. Postoji bar jedno resenje: Na osnovu aksiome komplementarnosti, jedno resenje
4 /
jex=4.

. Nema vise od jednog resenja: Dokaz izvodimo svodenjem na kontradikciju.

Pretpostavimo da postoji bar jos jedno reSenje sistema b, takvo da je b # &'. Sada
imamo

b=b-1=b-(a+ad)=ba+ba =0+ba =ad +bad =(a+b)d=1-a =4

Dobili smo kontradikciju pa zaklju¢ujemo da sistem ne moZe imati vise od jednog
resenja.
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Jedinstvenost komplementa

Teorema (Jedinstvenost komplementa)

U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,,0,1) sistem jednacinaa+x=1 A a-x=0
ima jedinstveno resenje za sve vrednosti parametra a € B i to resenje je x = 4.

Napomena

U algebri skupova (P(A), u,n,—, 0, A), Jedinstvenost komplementa kaze da za sve
C C Avazi

(CUX=A i CnX=0) = X=C
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Komplementi od 0 i 1

Teorema (Komplementi od 0 i 1)
U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,,0,1) vazi

=1 i 1'=0

Dokaz

Dokazacemo samo jednu jednakost, druga ¢e onda slediti iz dualnosti. Posmatrajmo
sistem jednacina0+x =1 A 0-x = 0. Po aksiomi komplementarnost, reSenje sistema
Jje x =0/, a po teoremi ograni¢enost, resenje sitema je | x = 1. Iz teoreme jedinstvenost
komplementa dobijamo 0/ = 1.
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Komplementi od 0 i 1

Teorema (Komplementi od 0 i 1)
U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,,0,1) vazi

=1 i 1=0

Napomena
U algebri skupova (P(A),U,N,,0,A), ovo znadi

0=A i A=0

Ponavljanje
o]
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Involucija

Teorema (Involucija)

U svakoj Bulovoj algebri B = (B,+,-,0,1), za sve a € B vazi (a') = a. Takode,
funkcija f : B — B definisana sa f(x) = x' je bijekcija.

Dokaz

Posmatrajmo sistem jednacina 8’ +x =1 A a - x = 0. Po aksiomi komplementarnost

(i komut.), resenje sistema je x = a i x = (3'). Iz teoreme jedinstvenost komplementa
dobijamo (d') = a.
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Involucija

Teorema (Involucija)

U svakoj Bulovoj algebri B = (B,+,-,0,1), za sve a € B vazi (a') = a. Takode,
funkcija f : B — B definisana sa f(x) = x’ je bijekcija.

Napomena
U algebri skupova (P(A), u,n,—, 0, A), ovo znaci da za sve X C A vazi

pN|

=A
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Demorganovi zakoni
Teorema (Demorganovi zakoni)
U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-,,0,1), za sve a, b € B vazi
(a+b)=3ab i (ab)=a+ Vb
Dokaz
Dokaza¢emo samo jednu jednakost, druga ce onda slediti iz dualnosti. Posmatrajmo

sistem jednacina (a4 b) +x =1 A (a+ b)-x = 0. Po aksiomi komplementarnost,
resenje sistema je x = (a+ b)'. Sa druge strane, imamo da je i x = a'b’ resenje sistema:

(a+b)+a'b = (a+b+d')(a+b+b)=1-1=1 | (a+b)a'b =adab+bab=0+0=0

Iz teoreme jedinstvenost komplementa dobijamo (a + b) = a'b’.
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Demorganovi zakon

Teorema (Demorganovi zakoni)
U svakoj Bulovoj algebri B = (B, +,-/,0, 1), za sve a,b € B vazi

(a+b)=3ab i (ab)=a+Vb

Napomena
U algebri skupova (P(A),U,N,,0,A), ovo znaéi da za sve X, Y C A vazi

XuY=XnNnY i XnY=XUY

Ponavljanje
o]
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Podalgebre
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Podalgebre i kako ih nac¢i

Definicija (Podalgebre)

Neka je B = (B,+,-,/,0,1) Bulova algebra. Kazemo da je Bulova algebra

C= (C, +,-/,0, 1) podalgebra Bulove algebre B ako je C C B i operacije iz C su
restrikcije operacija iz 5.
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Podalgebre i kako ih nac¢i
Definicija (Podalgebre)
Neka je B = (B,+,-,/,0,1) Bulova algebra. Kazemo da je Bulova algebra

C= (C7 +,-/,0, 1) podalgebra Bulove algebre B ako je C C B i operacije iz C su
restrikcije operacija iz 5.

Teorema

Neka je B = (B,+,-,,0,1) Bulova algebra i C C B. Tada jeC = (C,+,-/,0,1), gde
su +, -, restrikcije operacija iz B, podalgebra algebre B ako i samo ako za sve a,b € C
vazia+be C,a-be Cid eC.

Dokaz
(=): Ako je C podalgebra od B, onda su operacije u C restrikcije operacija iz BB.

(«<=): Posto sve aksiome Bulovih algebri vaze u B, onda vaze u C (jer su operacije iz C
restrikcije operacija iz B), pod uslovom da 0 i 1 iz B pripadaju i C. Ovo sledi iz:
akoaec Condaid eC,paiat+adeCiat+adeC tleCifecC.
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Primeri podalgebri
Naéi sve podalgebre Bulovih algebri:

(P(A),u,N,7,0,A), za P(A) = (Dso, NZS,NZD, x' = 32,1,30), gde je
{Q), {a},{b},{c}, {a, b},{a,c}, {b, c},A} D3y = {1,2,3,5,6,10,15,30}

® Bl - (P(A),U,ﬁ,i(b,/\)
® BZ = ({(DvA}aU:maiv@aA)
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Primeri podalgebri

Naci sve podalgebre Bulovih algebri:

(P(A),uU,n,~,0,A), za P(A) = (Dso, NZS, NZD, x' = 32,1,30), gde je
{0, a} {b} {c},{a, b}, {a,c},{b,c},A} D3 ={1,2,3,5,6,10,15,30}

. 61 (P(A),u,n,~,0,A)
= ({0, A},u,n, ™., 0,A)
= ({0,A,{a}, {b,c}},u,n, 7,0, A)
(
(

84 = ({0,A {b},{a,c}},u,N, 7,0, A)
Bs = ({0,A,{c},{a b}},u,N, 7,0, A)



gg(ialgebre
Primeri podalgebri
Naci sve podalgebre Bulovih algebri:

(P(A),uU,n,~,0,A), za P(A) = (Dso, NZS, NZD, x' = 32,1,30), gde je
{0, a} {b} {c},{a, b}, {a,c},{b,c},A} D3 ={1,2,3,5,6,10,15,30}

° B = (P(A),U,n, .0, A) ® C; = (D30, NZS,NZD, x' = 32 1,30)

* B = ({0, A} u,n,~, 0, A) e Co = ({1,30}, NZS,NZD, x' = 2 1,30)
° B3 = ({0,A{a},{b,c}},u,N, 7,0, A)

° By = ({0,A{b},{a,c}},u,N, 7,0, A)

o Bs = ({0,A {c},{a b}},U,N, 7,0, A)



Podalgebre
ooe

Primeri podalgebri

Naci sve podalgebre Bulovih algebri:
(P(A),uU,n,~,0,A), za P(A) = (Dso, NZS, NZD, x' = 32,1,30), gde je
{0, a} {b} {c},{a, b}, {a,c},{b,c},A} D3 ={1,2,3,5,6,10,15,30}

= (P(A),u,n,~,0,A) ® Cy = (D3, NZS,NZD, x' = 32,1, 30)
({0, A} u,n,~,0,A) e Co = ({1,30}, NZS,NZD, x' = 2 1,30)

. B3 = ({0,A {a},{b,c}},U,N,7,0,A) * C3=({1,30,2,15}, NZS, NZD,x' = 32 1,30)
= ({0, (
= ({0, = (

A {b}, {a,c}},u,N,7,0,A) e c4 = ({1,30,3,10}, NZS, NZD, x' = 32,1,30)
A {c}.{a,b}},u.N, 7,0, A)

{1,30,5,6}, NZS,NZD,x" = 32 1,30)
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Relacija poretka na Bulovim algebrama
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Neke relacije poretka

o Skupovi: (P(A),C), za A= {1,2,3} e Delioci broja 30: (D3, |)
A 30
{a, b} (b, c} 6 15
{a} >“ {c} 2 >“ 5
0 1

Imamo: X CVY & XUY=Y Imamo: k|l & NZS{k,I} =1
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Apstrakcija: relacija poretka na Bulovim algebrama
Definicija
Neka je B = (B, +,-/,0, 1) Bulova algebra. Definisemo relaciju < tako da za sve

a,b e B vazi
axb & a+b=b>b

Ponavljanje
o]
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Apstrakcija: relacija poretka na Bulovim algebrama
Definicija
Neka je B = (B, +,-,,0,1) Bulova algebra. Definisemo relaciju < tako da za sve

a,b e B vazi
axb & a+b=b>b

Teorema
Neka je B = (B,+,-,,0,1) Bulova algebra. Tada je < relacija poretka na 3.

Dokaz
(R) (VaeB)axa
(A) (Va,beB)(axbAb=a) ==a=0b

(T) (Va,b,ceB)(axbAb=<c) =a=xc

Ponavljanje
o]
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Apstrakcija: relacija poretka na Bulovim algebrama

Definicija
Neka je B = (B, +,-,,0,1) Bulova algebra. Definisemo relaciju < tako da za sve
a,b e B vazi
axb & a+b=b>b
Teorema

Neka je B = (B,+,-,,0,1) Bulova algebra. Tada je < relacija poretka na 3.

Dokaz
(R) (VaeB)axa < a+ta=a (iz idempotentnosti)
(A) (Va,beB)(axbAb=<a) =a=0b

(T) (Va,b,ceB)(axbAb=<c) =a=xc
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Apstrakcija: relacija poretka na Bulovim algebrama
Definicija
Neka je B = (B, +,-,,0,1) Bulova algebra. Definisemo relaciju < tako da za sve
a,b e B vazi
axb & a+b=5>b

Teorema
Neka je B = (B,+,-,,0,1) Bulova algebra. Tada je < relacija poretka na 3.

Dokaz

(R) (VaeB)axa ata=a (iz idempotentnosti)
(A) (Va,beB)(a< b<a) =a=b
(axbAb=xa @(a—i—b:b/\b—ka:a):a:b (iz komutativnosti)
(

(T) (Va,b,ceB)(axbAb=<c) =a=xc
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Apstrakcija: relacija poretka na Bulovim algebrama
Definicija
Neka je B = (B, +,-,,0,1) Bulova algebra. Definisemo relaciju < tako da za sve
a,b e B vazi
axb & a+b=0>b

Teorema
Neka je B = (B,+,-,,0,1) Bulova algebra. Tada je < relacija poretka na 3.

Dokaz

(R) (VvaeB)aga & ata=a (iz idempotentnosti)
(A) (Va,beB)(axbAb=<a) =a=0b
(axbAb=xa) & (a+b=bAb+a=a) = a=b (iz komutativnosti)
a

(T) (Va,b,ceB)(axbAb=<c) =a=xc
( bxc) & (a+b=bAb+c=c) =
atc=a+(b+c)=(a+b)+c=b+c=c (iz asocijativnosti)
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Neke osobine relacije poretka na Bulovim algebrama

Teorema

Neka je B = (B, +,-,,0,1) Bulova algebra. Tada za sve a, b,c € B vazi
1. (agscAb=sc) & atbxc

b) & c<gab

c) = ab<xc

b) = c<a+b

o v o

A
L 0
> > >
0 o 0
YN/ NN

N

2. (
3. (
4. (

Dokaz

1. Smer(=): (ascAb=<c) = (a+c=cAb+tc=c) = a+b+tc=c
2. Ostatak dokaza pogledati u knjizi.

Ponavljanje
o]



Relacija poretka na Bulovim algebrama

[e]e]ee] }

Ogranicenost, ponovo

Teorema

Neka je B = (B,+,-,,0,1) Bulova algebra. Tada za sve ac B vazi0 < a

Dokaz

Prvideo: 0 < a & 0+ a = a, sto sledi iz aksiome neutralni elementi.
Drugi deo: a1 < a+1=1, sto sledi iz teoreme ogranicenost.
Napomena

U svakoj Bulovoj algebri 0 je najmanji, a 1 najveli element.

Teorema

Neka je B = (B,+,-,,0,1) Bulova algebra. Tada za sve a € B vazi
ab=1 < (a=1A b 1)

Dokaz

(«<): Direktno. (=): ab=1 = a+ab=a+1 = a=1 (apsorpcija, ogranicenost)

ifa<1.



Na prethodnom casu Bulove algebre Osnovne teoreme Bulovih algebri Podalgebre Relacija poretka na Bulovim algebrama Ponavljanje
o] 000000 0000000000 000 00000 [ ]

Sta smo danas radili

Bulove algebre

® Osnovne teoreme Bulove algebre

Podalgebre

Relacija poretka
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