OCENJIVANJE
PARAMETARA




Ocenjivanje parametara

» Parametri populacije su numericke vrednosti koje opisuju
odredena svojstva posmatranog obelezja
» Najzastupljeniji parametri:
1. Srednja vrednost populacije (W)
2. Varijansa populacije (0?)
3. Proportcija tj. udeo vrednosti obelezja u populacijt (p)

» Ovi parametri najcesce nisu poznati 1 ne mogu se tacno izracunati

» Ocenjivanje parametara obuhvata metode za procenu nepoznate
vrednostt parametara populacije, na osnovu odgovarajucih

deskriptivnih statistika uzorka.
G tackasto
« Metode ocenjivanja parametara \

intervalno



Tackaste ocene

parametar populacije.
« Metod momenata
« Metod maksimalne verodostojnosti

je jedna vrednost kojom procenjujemo

Na primer, tackasta ocena za 1 je X.

Primer: na osnovu uzorka procenitt srednju vrednost populacije.

34
56
79
94

34
65
86
95

38
65
37
96

45
66
37
98

45
67
87
98

45
67
38
101

45
68
90
110

5
54
74
90

121)

X ~ (4.22

Nedostatak: ne znamo koliko procenjena vrednost odstupa od prave!




Intervalne ocene

je skup vrednosti (interval) koji se
koristi za procenu vrednosti parametra populacije.

Tackasta ocena

. -
- 74.29
v

Intervalna ocena

ol

Prednost: znamo verovatnocu da se
prava vrednost parametra nalazi u
intervalu, i podeSavanjem Sirine

intervala je moZemo menjati. (CI)

Intervali

poverenja




Nivo poverenja

(ili ) je verovatnoda da interval
poverenja sadrzi parametar populacije.

¢ je deo povrsine ispod
(Gausove krive 1izmedu
kriticnih vrednosti.

%(1 — 0

...............

Preostala povrsina (1 — ¢ odgovara verovatnoéi da interval ne

sadrzi parametar. o
U tablici Gausove raspodele Zz_ = CD‘l(T)



Uobicajeni nivoi poverenja

Ukoliko je nivo poverenja 0.9, to znaci da smo 90% uvereni
da interval sadrzi parametar.

Kriticne vrednosti z-skora su + 1.645.



Uobicajeni nivoi poverenja

Ukoliko je nivo poverenja 0.95, to znaci da smo 95%
uvereni da interval sadrzi parametar.

Kriticne vrednosti z-skora su + 1.96.



Uobicajeni nivoi poverenja

Ukoliko je nivo poverenja 0.99, to znaci da smo 99%
uvereni da interval sadrzi parametar.

A

Kriticne vrednosti z-skora su + 2.575.

Veci nivo poverenja Siri CI.




-
Interval poverenja za i

za srednju vrednost populacije u1je
X—E<u<x+E

ode je & , tJ. najvece dozvoljeno odstupanje
1zmedu tackaste ocene 1 vrednosti parametra.

Margina greske zavisi od obima uzorka (n), varijabilnosti uzorka (o ili

s) 1 kriticne vrednosti koja se za zadati nivo poverenja c (ili $) odreduje
iz tablice Gausove 1li Studentove t-raspodele:

1. Uslucajudaje n=301ili o poznato i obelezje u skladu sa
normalnom raspodelom =2 Gausova raspodela

2. Uslucajudajen <3016 nepoznato =2 Studentova raspodela



-
Odredivanje CI za u

U slucéaju da je n > 30 111 o poznato 1 obelezje u skladu sa
normalnom raspodelom

1. Odrediti obim 1 A.S. uzorka o X
n
2. Odrediti o, ako je poznato. Ako nije, e
odrediti standardnu devijaciju uzorka sz X
kao ocenu za nepoznato o.
Koristiti tablicu

3. Odrediti kriticne vrednosti z, koje

: ; : normalne raspodele.
odgovaraju datom nivou poverenja c.

. E=-z-"2
4. Odrediti marginu greske £. s
5. Odredit1 granice intervala, pa X—E< U<X+ E

konstruisati CI.

10



Primer

Uzorak od 25 USA studenata 1ma prosecnu ocenu 2.86.
Prethodna i1strazivanja su utvrdila da su ocene normalno
rasporedene, 1 da je standardna devijacija populacije 0.15.
Konstruisati 90% CI za srednju vrednost ocene.

n=25 X=2.80 o0=0.15

z=1645 - ZJ——16453——15 ~0.05

¥+ E=286+005 + 281 <u<291

Sa sigurnoséu od 90% mozemo rec¢i da se prosecna ocena svih
studenata nalazi u intervalu od 2.81 do 2.91.

11



Velicina uzorka

Za dati c-nivo poverenja 1 datu marginu greske £,
minimalni potreban obim uzorka za procenu srednje
vrednosti populacije u je:

2

1.0
n= .
(Ej

Ukoliko je onepoznato, mozemo ga proceniti pomocu
standardne devijacije s na osnovu uzorka obima bar 30.

12



Primer:
Pilot 1strazivanje cene knjiga u jednoj knjizari je pokazalo da je na
uzorku od 32 knjige, AS 74.223 1 SD 23.44§. Koliko cena knjiga treba da

sadrzi uzorak da bi sa sigurnoscéu od 99% tvrdili da ¢e se prava vrednost
parametra razlikovati od AS za najvise 5§?

« Na osnovu preliminarnog uzorka: o~ s =23.44
» Za nivo poverenja 0.99: z = 2515

» Potreban obim uzorka je:

. (ZCGT_ (2.575- 23.44)2
E 5

~145.7 (uvek zaokruzujemo na veéi ceo broj!)

Potrebno je ukljuciti bar 146 knjiga u 1strazivanje.
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Studentova #~raspodela

Ukoliko , umesto normalne
raspodele koristimo njenu modifikaciju:

Osobine t-raspodele
1. Kriva traspodele je zvonastog oblika, simetricna oko srednje
vrednosti.

2. traspodelu ne ¢ini jedna, ve¢ familija krivih, koje se medusobno
razlikuju po parametru koji se zove

Kada koristimo Studentovu raspodelu za ocenu srednje vrednosti
populacyje: d.f.=n—1

14



Osobine t-raspodele

SS

3. Sa povecanjem broja stepeni slobode, #-raspodela se sve vise priblizavg
standardizovanoj normalnoj raspodeli.

Kada je
d.f. > 30 (n > 30)

razlike 1izmedu ovih raspodela su zanemarljivo male.

Repovi kod #raspodele su “deblji”
nego kod standardne normalne
raspodele.

dtf=2
df.=5

= 7
0 Standardna normalna

raspodela

15



-
Normalna ili Studentova raspodela?

U praksi, zbog zanemarljivih razlika izmedu normalne 1 Studentove
raspodele kada je n > 30, koristi se sledece pojednostavljeno pravilo
kod intervala poverenja za srednju vrednost populacije

 Kada je 0 poznato )

Normalna raspodela (Z-test)

- Kada o nije poznato ) Studentova raspodela (t-test)

16



Ocenjtvanje proporctje populacije p

* Proporcija ili udeo nekog kvalitativnog obelezja (svojstva) u
populaciji je verovatnoca da slucajno odabrani element populacije
zadovoljava to svojstvo.

* Primer: proporcija plavookih stanovnika neke drzave; udeo
studenata nekog univerziteta sa prosekom veéim od 9;
procentualna zastupljenost zena koje trpe porodicno nasilje,...

* Tackasta ocena parametra p je tzv. uzoraCka proporcija

ek

P
Gde je k broj elemenata na uzorku obima n koji zadovoljavaju dato
svojstvo. Koristicemo i oznaku § = 1 — p.

* Proporcija se cCesto iskazuje 1 u procentualnom obliku (100p%o)

17



e
Primer

U istrazivanju u kome je ucestvovalo 1250 odraslih gradana
RS, 450 je izjavilo da im je omiljeni sport kosarka. Odrediti
tackastu ocenu udela odraslih gradana Srbije kojima je kosarka
omiljeni sport.

n=4250 - x=450

. X 450
p_n_1250_0'86

Kao 1 kod ocene srednje vrednosti, problem sa
tackastom ocenom je nepoznato odstupanje ocenjene
od prave vrednosti.

18



Interval poverenja za p

za proporciju populacije p je
b-E<p<p+l
ogde je margina greske E =z 79

 Nivo poverenja c (ili §) predstavlja verovatnoéu da

interval sadrzi pravu vrednost parametra.
« Za zadati nivo poverenja 3, kriticna vrednost

z =D
« Koris¢enje normalne raspodele je opravdano ukoliko su

zadovoljeni sledec¢i uslovi: np=>5, ng=5

19



Primer:

Konstruisati 90% CI za proporciju odraslih gradana RS
kojima je kosarka omiljeni sport, koristeci podatke 1z
prethodnog primera.

n=1250 x=450 -
G 0.36)0.64) _
Bobse el Bt ey T e

Donja granic\a =7 Gor}'a granica = ?
- 5=0.36 :
p—F =0.36-0.022 p+FE =0.36+0.022
=0.338 = 0.382

Sa 90% sigurnoscu mozemo tvrditi da je udeo odraslih gradana Srbije
kojima je koSarka omiljeni sport izmedu 33.8% 1 38.2%.

20



-
Odredivanje CI za p

1. Identifikuj obim uzorka n1 broj uspeha
na uzorku X.

2 7 o A 2N X
2. Izracunaj uzoracku proporciju 2 e
. Proveridalijem ce koriséenje ; :
3 overl da li je moguce koriséenj bEas
normalne raspodele
4. Odredi kriticnu vrednostz, koja T tabilice Catcove
odgovara datom nivou poverenja. raspodele.
5. Izracunaj marginu greske F. bn
‘N n

6. Odredi granice CI 1 konstruisi interval b-E<p<p+k

21



Velicina uzorka

Za dati nivo poverenja ¢ I za datu marginu greske £,
minimalni obim uzorka n potreban za konstruisanje
zadovoljavajucéeg intervala poverenja za procenu
proporcije populacije pje

2
[z
n- pq(Ej .

Ova formula podrazumeva da postoje tackaste ocene za

/A

P i 0. One se mogu dobiti iz probnog uzorka, a ukoliko
nisu poznate koriste se ocene p=05 1 §=05.

22



Primer:

Zelimo da konstruisemo 95% CI za udeo odraslih gradana
Srbije kojima je omiljeni sport kosarka, u kome ce
odstupanje od prave vrednosti proporcije populacije p biti
najvise 2% . Koliki obim uzorka treba uzeti?

* Iz preliminarnog istrazivanja: p=0.36

1.96
0.02

ZC

n=pg (Ej :(0.36)(0.64)( j ~2212.8

(Zaokruzujemo na gore!)

Da b1 dobili CI sa zeljenom preciznoscéu 1 zeljenim nivoom
poverenja, treba nam bar 2213 ispitanika.

23



Ocent je parametara O 1 G!

cen]ivan]

 Tackasta ocena za je uzoracka
disperzija <2 (a za je
standardna devijacija uzorka s).

 Prilikom konstruisanja intervala poverenja za varijansu
1 standardnu devijaciju koristimo Pirsonovu Ar-kvadrat

raspodelu.

1. Sve vrednosti y? raspodele su ne-negativne.
2. Krive hi-kvadrat raspodele su pozitivno zakrivljene.

3. Hi-kvadrat raspodela predstavlja familiju krivih generisanih
razlicitim vrednostima parametra d.f. tj. stepena slobode.

Za konstruisanje CI za parametre c 1 ¢? koristimo n-1
stepen slobode.
24



Kriticne vrednosti za g!

Zbog asimetrije (zakrivljenosti), za svaki nivo poverenja c
postoje dve kriticne vrednosti.
Vrednost x*; odgovara desnom repu, a x* odgovara levom

repu raspodele.

l1-¢
2

Xy

A

l=¢\:1l+¢
1_( 2 )‘ 2

Povrsina izmedu dve kritiéne
l-¢  vyrednosti je c

> X2

25



Intervali poverenja za ° 1 &

Interval poverenja za o°:

2 2
(ﬂ—lz)s o (n—12)s
XR XL

Interval poverenja za o

Jm -Ds? Jm ~1)s”
X X;

Verovatnoca da intervali sadrze prave vrednosti
parametara o2 ili oje ¢ (obi¢no 0.90, 0.95 ili 0.99).

26



Primer:

Nasumic¢nim odabirom 41 dzaka brasSna utvrdena je uzoracka
standardna devijacija 0.05 kg. Uz pretpostavku da je tezina dzakova

normalno rasporedena, konstruisati 90% CI za standardnu devijaciju
populacije.

df.=n-1=41-1 = 40,

Povrsina desno od x%y = l-¢_1-09 0.05

2 2
Povrsina desno od x?% = 1 ; c_1 +20°9 =0.95

Kritiéne vrednosti (iz tablice hi-kvadrat raspodele za 40
stepeni slobode) y%z = 55.758 1 % = 26.509.

27



Primer (nastavak):

X1, = 26.509
X°r = 55.758
Donja grar{caz 7 Gornja granica = ?
Jm ~1)s* _ [(41-1)(0.05)° Jm _1)s” _ [(41-1)(0.05)’
72 55.758 Py 26.509
~ 0.04 ~ 0.06

0.04 <0 <0.06

28



TESTIRANJE HIPOTEZA



Statisticke hipoteze

» Jedna od najcescih koriscenith metoda inferencijalne statistike je
testiranje hipoteza.

» Pod testiranjem hipoteza podrazumevamo proces u kome
iznesemo neku hipotezu (pretpostavku, tvrdnju) o obelezju koje
ispitujemo 1 onda proveravamo njenu verodostojnost na osnovu
realizovanog uzorka.

» Ukoliko se hipoteza odnosi na vrednost nekog parametra
populacije (kao sto su srednja vrednost, devijacija, proporcija,...)
govorimo o parametarskim hipotezama.

» Ukoliko se hipoteza odnosi na neko drugo svojstvo obelezja
populacije, rec je o neparametarskim hipotezama.
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Parametarske 1 neparametarske hipoteze

Odrediti da li sledeée pretpostavke predstavljaju parametarske ili
neparametarske statisticke hipoteze:

1

Procenat dana u kojima je zagadenje vazduha u NS bilo iznad
preporucenog je u 2010 godini bio manji nego u 2020. (param)

Devijacija od propisane mase dzakova brasna u jednom mlinu je
0,3ke. (param)

Postoji zavisnost 1zmedu pola i visine licnog dohotka u
privatnim malim 1li mikro preduzeé¢ima u Srbiji (neparam)

Broj povreda na radu u gradevinskom sektoru u toku jednog
kvartala ima Poasonovu raspodelu (neparam)

31



Postupak testiranja hipoteza

» Postupak statisticki zasnovane provere hipoteza se zove
testiranje hipoteza.

- Faze testiranja:
1. Formulacija hipoteza
2. Statisticki test

3. Zakljucivanje

* Ove faze su medusobno povezane, i samo ukoliko su sve
tr1 pravilno realizovane smatramo da je rec o statisticki
zasnovanom zakljucivanju
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Formulactja hipoteza

» Prilikom testiranja hipoteza formuliSemo 2 hipoteze:

pocetna (nulta) alternativna (radna)

hipoteza H, hipoteza H,

 Obicno se pocetna hipoteza formuliSe u obliku jednakosti, a
alternativna kao njena negacija, tj. kao nejednakost.

» Pretpostavka koju Zelimo da proverimo je nekada sadrzana u
radnoj, a nekada u nultoj hipotezi.

» Hipoteze mogu da se odnose na ispitivanje jednog uzorka (tj.
populacije), ili na uporedivanje dva ili vise uzoraka.
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Nulta 1 radna hipoteza

* Na primer, ukoliko je parametar populacije koji nas zanima srednja
vrednost populacije p:

pocetna hipoteza ¢e biti

A alternativna hipoteza moze biti

dvostrana jednostrana

34



-
Metode testiranja hipoteza

Testiranje hipoteza

Intervali . .
Test-statistike

poverenja

» Testiranje preko intervala poverenja ¢emo koristiti kod testiranja
parametarskih hipoteza jednog uzorka, u slucaju dvostranog testa

« Testiranje preko test-statistika je uopsteniji metod, koristicemo ga
kod testiranja neparametarskih hipoteza.
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Zakljucivanje
« Cilj testiranja hipoteza je da nakon statistickog testa donesemo

odluku — da li odbacujemo pocetnu hipotezu ili ne.

» Ukoliko na osnovu testa odbacimo nultu hipotezu, zakljucujemo
da test argumentuje u prilog alternativne hipoteze.

» Ove odluke zavise od verovatnoce koja se zove
prag znacajnosti o

o kojoj ¢e u nastavku biti vise reci.

» Metode zakljucivanja:

1. Zakljucivanje preko p-vrednostt

2. Zakljucivanje preko kriticne oblasti
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Prag znacajnosti 1 p-vrednost

Da li ¢emo nultu hipotezu nakon testa odbaciti 1li ne (tj. da li e test
argumentovati u korist radne hipoteze ili ne) zavisi od:

1. (p-value)

2. (significance level)

» ako je p = a, odbacujemo H, (4. test govori u prilog H,).

- ako je p > a, ne mozemo odbacitt H, (4. test ne govori u prilog
H)).

Naravno, to §to uz pomo¢ statistickog testa odbacimo/ne odbacimo

pocetnu hipotezu, ne znaci da je ona sa sigurnoséu netacna / tacna.

p-vrednost odgovara verovatnoc€i da uzorak podrzava nultu

hipotezu. Mala p-vrednost = odbacujemo H,

37



Ishodi zakljucivanja

Postoje 4 moguca ishoda pri zakljucivanju

Nulta hipoteza

- ispravna odluka greska II vrste
ne odbaciti Ho
Odluka
oreska I vrste ispravna odluka
odbaciti Ho

Analogija sa sudenjem: kriv/nevin, osuden/osloboden.
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(Greska I vrste

» Postoje dve 1spravne odluke 1 dve moguce greske u zakljucivanju.

» Ukoliko na osnovu testa odbacimo nultu hipotezu, a ona je
zapravo tacna, napravili smo

 Verovatnoca ove greéke se zZove 1 unapred
se zadaje.

» Najcesca vrednost za o je 0.05, ali moguce je odabrati 1 neke
druge, relativno male vrednosti, kao na primer 0.01 ili 0.1.

[ Greska I vrste — odbacivanje tacne Ho ]
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(Greska II vrste

» Sa druge strane, ako je nulta hipoteza zapravo netacna, a mi na
osnovu testa nismo mogli da je odbacimo, napravili smo gresku

II vrste.

» Verovatnoéa ove greske se obelezava sa f3.

4 N

Greska II vrste —
ne odbacivanje
netacne H,

Ho

- /

3
Type Il error

o
Type | error
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Moc testa

« Mogucnost javljanja ovih gresaka se ne moze izbeci, one su
sastavni deo statistickog zakljucivanja.

. predstavlja verovatnocu da smo na osnovu testa
odbacili nultu hipotezu koja zaista jeste netacna, i iznosi 1 - B.

» Ukoliko zelimo da jako smanjimo prag znacajnosti 1 time
minimizujemo javljanje greske I vrste, doci ¢e do povecanja
verovatnoce greske II vrste, a to ¢e dovestt do smanjenja moci
testa.

* Zbog toga se obicno uzima da je o = 0,05.

mala greSka I vrste = mala moc testa!
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Testiranje hipoteza pomocu CI

Moguce je u slucaju dvostrano formulisane radne hipoteze

1. Identifikuj nepoznati parametar populacije 6 (1, pili o).

2. Formulisi nultu H,(6 = 6,) i radnu H,(0 # 6,) hipotezu.

3. Definisi prag znacajnosti a.

4. Konstruisi CI za dati parametar, sa nivoom poverenja
c=1-a

5. Utvrdi da i pretpostavljena vrednost parametra 0,
pripada CI 1li ne.

6. Zakljuci:

» Ukoliko 9, ne pripada CI, odbacujemo H, sa pragom
znacajnosti a.

» Ukoliko 0, pripada CI, ne odbacujemo H,sa pragom
znacajnosti a.
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Primer:

Nasumic¢nim odabirom 41 dzaka brasSna utvrdena je uzoracka
standardna devijacija 0.05 kg. Uz pretpostavku da je tezina dzakova

normalno rasporedena, sa pragom znacajnosti 0.1 testirati hipotezu da
je standardna devijacija teZine 0.03kg.

H, (0 = 0.03kg), H,(0 # 0.03kg), a = 0.1

CI: 0.04 < ¢ < 0.06 (ranije izra¢unato)

0.03 ne pripada CI, pa odbacujemo sa pragom znacajnosti 0.1
hipotezu da je standardna devijacija tezine dzakova 0.03kg.

Nastavice se...
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