Predavanje 4

TESTIRANJE
PARAMETARSKIH
HIPOTEZA




Formulisanje hipoteze

Primer:

Proizvodac baterija tvrdi da njegove punjive baterije
1maju prosecan vek trajanja od najmanje 1000

punjenja. \ /

Hy: 1>1000 —
H,: < 1000

|




Formulisanje hipoteze

Primer:
Odredeni fakultet tvrdi da se 94% diplomiranih studenata
zaposh najkasnije 6 meseci od W&glomiranja.

p=0.94

Hy: p=0.94
Hi: p# 0.94



e
Vrste gresaka

Bez obzira koju hipotezu u stvari zelimo da potvrdimo (H,
ili H,), prilikom testiranja statisti¢kih hipoteza uvek
pocinjemo uz pretpostavku da je H,tacna.

Na kraju testa, donosimo jednu od sledece dve odluke:
1. Odbacujemo nultu hipotezu, 1li

2. Ne odbacujemo nultu hipotezu.

se desava ako na osnovu testa odbacimo
H,, a ona je zapravo tacna.

se desava ako na osnovu testa ne
odbacimo H,, a ona je zapravo netacna.



Nivo znacajnostt

Prilikom testiranja hipoteza, o) je
najveca dozvoljena verovatnoca greske prve vrste.

Najcesce koriséeni nivol znacajnosti:

a=0.10 a=0.05 a=0.01

Na primer, ako je ¢ = 0.05, to znaci da ¢e u nasem
testu verovatnoca da odbacimo tacnu nultu hipotezu
bit1 najvise 5%.




e
Statistick: test

Nakon formulisanja nulte 1 radne hipoteze, 1 zadavanja
nivoa znacajnosti, racunamo na osnovu
realizovanog uzorka.

Ci1]j test statistike je da utvrdi koliko se odgovarajuca
statistika uzorka razlikuje od pretpostavljene
vrednostl parametra populacije.

Parametar | Statistika | Standardizovana

populacije uzorka test statistika
I X z (n>30)
t (n< 30)

Z

D D
o> 5 X?




e
P-vrednosti

Ako je nulta hipoteza tacna, testa je
verovatnoca dobijanja vrednosti ekstremnije od one
dobijene 1z uzorka. Ovo posredno odgovara verovatnoci da
uzorak podrzava nultu hipotezu.

P-vrednost testa zavisi od vrste testa, tj. od vrste hipoteza.

Postoje tr1 vrste testova — levi, desni, 1 dvostrani test.
Izbor vrste zavisi od formulacije nulte 1 alternativne
hipoteze.



Levi (jednostrani) test

1. Ukoliko alternativna hipoteza sadrzi nejednakost
"manje od” (<), reé je o

Hy: 12 m
Hy: u<m

P-vrednost je
povrsina levo od
test statistike.

-+ { | ' | | E | bt
=S e \ e e daG 1 2 3

Test
statistika




Desni (jednostrani) test

2. Ukoliko alternativna hipoteza sadrzi simbol "vece od”
(>), rec¢ je o

Hy: 1< m
Hy: u>m

P-vrednost je
povrsina desno od
test statistike.

statistika



Dvostrani test

Ukoliko alternativna hipoteza sadrzi simbol nejednakosti
(), red je o . U tom slucaju, oba repa
1maju povrsinu p/2.
Hy: 1= m
Hy: u# m

Povrsina ove
kriticne oblasti
je p/2

Povrsina ove
kriticne oblasti
je p/2

statistika
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Odredivanje tipa testa

Primer:
Za svaku tvrdnju, formulisi Hyi H;, a zatim odredi tip testa
koj1 treba koristiti u datom slucaju.

a.) Proizvoda¢ cigareta tvrdi da manje od jedne osmine
odraslih gradana pusi.

— levi test

b.) Operator mobilne telefonije tvrdi da je prose¢no
vreme razgovora 8 minuta.

— dvostrani test
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Odlucivanje

Odlucivanje bazirano na p-vrednosti

1. Ako je P< a, odbacujemo H,.
2. Ako je P> g, ne odbacujemo H,.

tvrdnja

Odluka

Tvrdnja je H,

Tvrdnja je H,

odbaci H,

Ne odbacuj H,

Ima dovoljno dokaza da odba
cimo tvrdnju.

Nema dovoljno dokaza da od
bacimo tvrdnju.

Ima dovoljno dokaza da potv
rdimo tvrdnju.

Nema dovoljno dokaza da pot
vrdimo tvrdnju.
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Odlucivanye

Primer:

Na osnovu testa je 1zracunata p-vrednost P= 0.0256.
Doneti odluku ako je prag znacajnosti a

a.) 0.05,

b.) 0.01.

a.) Posto je 0.0256 < 0.05, odbacujemo nultu hipotezu sa
pragom znacajnosti 0.05.

b.) Posto je 0.0256 > 0.01, ne odbacujemo nultu hipotezu
sa pragom znacajnosti 0.01.
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Pravilo 5%

U praksi se najcescée koristi takozvano pravilo 5%:

« Ako je p-vrednost < 0.05, odbacujemo nultu
hipotezu.

« Ako je p-vrednost > 0.05, ne odbacujemo nultu
hipotezu.

Ovo pravilo potice od toga sto se smatralo da je
verovatnoca 5% da napravimo gresku I vrste zlatna
sredina, koja ne smanjuje previse moc testa.

U pojedinim oblastima nauke se koriste 1 druge

granicne p-vrednosti.
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Interpretactja odluke

Primer:

H,: (tvrdnja) Proizvodac cigareta tvrdi da manje od jedne
osmine odraslih gradana pusi.

Ukoliko odbacimo H, (p < 0.05) zakljucujemo da *“postoji
dovoljno dokaza da potvrdimo tvrdnju proizvodaca.”

Ukoliko ne odbacimo H, (p > 0.05) zaklju¢ujemo da “nema
dovoljno dokaza da potvrdimo tvrdnju proizvodaca.”
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e
/- Test

je parametarski test kojim se
proverava pretpostavka o srednjoj vrednosti populacije.
Koristi se kada je populacija normalno distribuiranai o

(varijansa populacije)je poznata, ili kada je obim uzorka n
bar 30.

= Standardna greska s.e.

Kada je n > 30, uzoracka standardna devijacija s se koristi
u slucaju nepoznate varijanse populacije.
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Primer z-testa

Primer:

Proizvodac tvrdi da je prosecan vek trajanja njegovih
punjivih bateria vise od 1000 punjenja. Slucajnim
uzorkovanjem 100 baterija izracunata je AS 1002
punjenja 1 SD 14 punjenja. Da li sa pragom znacajnosti
a = 0.01 mozemo podrzati tvrdnju proizvodaca?

H,: 11<1000 H,; x>1000 (tvrdnja)
Prag znacajnosti a = 0.01.

Standardizovana test statistika je
x—u 1002-1000

Zi= o e ~
ohls 1ibo
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Nastavak primera:
H: 1< 1000
H; x>1000 (tvrdnja)
Kako alternativna hipoteza sadrzi znak >,

radi se o desnom jednostranom testu.
z=143

Povr$ina desno od z = 1.43 P-vrednost je veca od o

iznosi P = 0.0764. (0.076 > 0.01) pane
odbacujemo H,,.

A

0 1.43 Z

Zakljucak: sa pragom znacajnosti 1% zakljucujemo da nema
dovoljno dokaza da podrzi tvrdnju proizvodaca.
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B
T -Test

je modifikacija z-testa
koja se koristi kada je populacija skoro normalna, o
nepoznato, a obim uzorka n < 30.

X

X — U
s/'\n

L=

Test statistika 1ma Studentovu t-raspodelusa n—1
stepena slobode.
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T - test

Primer:

Mobilni operater tvrdi da je prosecna duzina telefonskog
razgovora 8 minuta. Na osnovu uzorka od 18 razgovora
1zracunata je AS 7.8 minuta 1 SD 0.5 minuta. Testirati
tvrdnju operatera sa pragom znacajnosti o = 0.05.

Hy =8 (tvrdnja) H,; u+38

Prag znacajnosti a = 0.05.

Obim uzorka je manji od 30 1 varijansa je nepoznata,

pa koristimo t-test.

Broj stepeni slobode d.f. =18 -1 =17.
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Nastavak primera:

Hy: y=8 (tvrdnja)
H; u+#8

Koristimo dvostrani test (radna hipoteza sadrzi #).

Test statistika:

P-vrednost je 0.108, sto je vece

g X o 7.3-8 od datog a, pa ne odbacujemo
S/ Jn 0.5/ J18 //\Ji]tu hipotezu.
~ _1.70. < ! > 7

U&‘.no 0 s = 20

Sa pragom znacajnosti 5% zakljucujemo da nema dovoljno dokaza da
odbacimo tvrdnju operatera.
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Z -Test za proporctju populactje

je statisticki test za proveru
pretpostavke o vrednosti parametra populacije p. Koristi se
kod binomne raspodele kada su zadovoljeni uslovi np > 5 1
ng = d.

A
A

K Ey DD

1 it ==

Standardna greska s.e.
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/-test za proporciju

Primer:

Neki fakultet tvrdi da vise se od 94% diplomaca zaposh
u periodu od sest meseci nakon diplomiranja.
Anketiranjem 500 slucajno odabranih diplomaca
utvrdeno je da se 475 zaposlilo u tom periodu. Ima I1
dovoljno dokaza za potvrdu tvrdnje fakulteta sa pragom
znacajnosti 1%?

Provera uslova:

np = 500%0.94 = 470, nqg = 500%0.06 = 30
Hy p<0.94 H;:p>0.94 (tvrdnja)
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Nastavak primera:
Koristimo desni jednostrani test (radna hipoteza sadrzi >).
a=0.01
Test statistika:

.. p 055002
Jpa/n  J(0.94)(0.06)500 ~

Odgovarajuca p-vrednost je
0.173, sto je vece od «a.

A

»
>

0 2.33 Z

Sa pragom znacajnosti 1% zakljuc¢ujemo da nema dovoljno
dokaza da bi potvrdili tvrdnju fakulteta.
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—
- Test

X

populacije se
korist1 se koristi za proveru tvrdnji o ovim parametrima
populacije, 1 koristi kada je populacija normalno
distribuirana.

o %)Sz
)

Ona 1ima Pirsonovu hi-kvadrat raspodelu n — 1 stepenom
slobode.
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¥ - Test

Primer:

Jedan profesor tvrdi da je standardna devijacija bodova
na testu 1z statistike manja od 30. 10 testova je
nasumicno uzeto, 1 1zracunata je SD 28.8. Proveriti
profesorovu tvrdnju sa pragom o= 0.01.

H:o>30 H;:0<30 (tvrdnja)
U pitanju je levi jednostrani test, d.f.=91 a= 0.01.

a=0.01
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Nastavak primera:

Test statistika:

> _(n-1Ds® _10-D@8.9

X 5 ~ 8.29
02 30
[ Odgovarajuca p-vrednost je
a=0.01 0.495, pa ne odbacujemo nultu
hipotezu.
: X2
X2, = 2.088

Sa pragom znacajnostl 1% nema dovoljno dokaza za
potvrdivanje profesorove tvrdnje.
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Rezime

Parametarski testovi jednog uzorka prema vrsti parametra

na koji se odnose mogu biti:

1. Z-test za srednju vrednost populacije

2. T — test za srednju vrednost populacije

3. Z-test za proporciju populacije

4. Hi-kvadrat test za varijansu 1li SD populacije

Prema vrsti testa mogu biti:
1. dvostrani (H, sadrzi #)

2. levijednostrani (H, sadrzi <)
3. desnijednostrani (H, sadrzi >)

Odlucivanje na osnovu p-vrednosti:
1. Ako je p <aodbacujemo H, sa pragom znacajnosti a
2. Ako je p > a ne odbacujemo H, sa pragom znacajnosti a

Tvrdnja koju proveravamo moze biti sadrzana ili u Hyiliu H;
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Parametarski testovi vise uzoraka

* Dosadasnji testovi su se odnosili na jedan uzorak, na
osnovu kog smo proveravali da l1 vrednost parametra
populacije odgovara tvrdnji.

* Tvrdnje mogu da se odnose 1 na poredenje vrednosti
parametara dve 111 vise populacija.

/

Parametarski Analiza varijanse

testovi dva uzorka ANOVA

Hy(©, = 6,) Hy©, =0,= ..
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Parametarski testovi dva uzorka

» (Cilj je uporediti vrednost 1stog parametra kod dve grupe
e 0, vrednost parametra u grupi 1, 6, u grupi 2

 Mogu biti dvostrani 1 jednostrani

leva

desni

30



/. -test dva uzorka

Z~test sluzi za 1spitivanje razlike 1izmedu dve srednje
vrednosti populacije g 1 1.

Tri1 uslova za primenu-

1. Uzorci treba da su nasumic¢no odabrani.

2. Uzorci treba da budu nezavisni, sto znaci da
elementi uzorka 1z prve populacije nisu povezani sa
elementima uzorka 1z druge populacije.

3. Oba obima uzoraka treba da su bar 30, ili, ako to
nije slucaj, obe populacyje treba da budu normalno
distribuirane sa poznatom variyjansom.
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z-test dva nezavisna uzorka

Standardizovana test statistika je:

Zz(fl_f"za)_(yl_y?“) where o, =\/012+022.

X
: m

X
2

Kada su uzorci dovoljno veliki, mozemo koristiti
uzoracke SD s;1 s, umesto o; 1 0.

Statistika z 1ima Gausovu raspodelu.

Postupak odlucivanja na osnovu p-vrednosti ist1 kao kod
testova jednog uzorka.
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/-Test primer

Primer:

Nastavnica u srednjoj skoli tvrdi da njeni ucenici postizu
bolj1 uspeh od koleginih. Uzorak njenih ucenika: 49
ucenika, AS 22.1 bodova 1 SD 4.8. Uzorak koleginih
ucenika: 44 ucenika, AS 19.8 bodova1SD 5.4. Za aa=0.1,
da 11 mozemo potvrditi nastavnicinu tvrdnju?

Desni jednostrani test.

Hy' iy < gy

. a=0.10
H_: u, > u, (tvrdnja)

A
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Nastavak primera:

Hy: gy <
H; u, > p, (tvrdnja)

Odgovarajuca p-vrednost
£ S je 0.012, p < @, pa
Standardna greska je: odbacujemo H,,

2 2 9 9
Cth \/4.8 5.4
Ot = — 4+ = = z]_. 4:4:.

Standardizovana test statistika:

(% - %) (14— ) _(22.1-19.8)-0
Y - 1.0644 bl

Zakljucak: sa pragom znacajnosti 10% zakljucujemo da 1ima
dovoljno dokaza da podrzimo nastavnicinu tvrdnju.

s
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T-test dva uzorka

Ukoliko su obimi uzoraka manji od 30, umesto z-testa
koristimo #test za ispitivanje razlike srednjih vrednosti

populacije p; 1 1.

Tr1 uslova:

1. Nasumicno odabrani uzorci.
2. Nezavisni uzorcl

3. Normalno distribuirane populacije.
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B
T —Test dva uzorka

Standardizovana test statistika:

t:(f1_-720)_(ﬂ1_112).

X-X

Ukoliko su varijanse jednake koristimo kombinovanu ocenu

5o (H1_1)512+(H2_1)522 st s l.,.i
n -2 s n n

Ukoliko varijanse nisu jednake

2 2

51 | Sy

oot o
S m 1N,
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/-test 1li ~test?

Are both sample sizes
Y
at least 30? es Use the ztest.

Are both populations N
normally distributed?
Use the #test

Are both population No Are the population Yes | 0. =6 /i L1
standard deviations known? variances equal? O m o,

i

Use the z-test. Use the ttest with

You cannot use the
z-test or the f-test.

(0)

3 8

and d.f = smaller of n, — 1 or n,— 1.
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Nezavisnil 1 zavisnl Uzorcl

Dva uzorka su nezavisna ako uzorak 1z jedne populacije
nije povezan sa uzorkom iz druge populacije.

Dva uzorka su zavisna (uparena) ako svakom elementu
uzorka 1z jedne populacije odgovara jedan element uzorka
1z druge populacije.

Nezavisnil uzorcl Zavisnl uzorcl
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Nezavisnil 1 zavisnl Uzorcl

Primer:
Da 11 su slede¢i parovi uzoraka nezavisni i1 spareni?

Uzorak 1: Tezina 24 osobe pre dijete.
Uzorak 2: Tezina 1ste 24 osobe nakon dijete.

Uzorak 1: Cena 150 polovnih automobila u BG
Uzorak 2: Cena 100 polovnih automobila u NS
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/-test za sparene uzorke

Test statistika se zasniva na razlici obelezja kod svakog
para-

d=x —x, Razlika unosa za par podataka.

Potom se odreduje prosecna vrednost d ovih razlika.

i >d AS razlika obelezja kod zavisnih
o uzoraka.

Nulta hipoteza je oblika H,: 13 =0 (@li gy < 01ili gy > 0)
ako nas zanima samo postojanje razlike

Umesto 0 moze stajati neko ¢, ako nas zanima da 11 se
parovi razlikuju za (ta¢no, bar, najvise) c.
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/~test za zavisne uzorke

Tr1 uslova:

1. Nasumicno odabrani uzorak.

2. Zavisni (upareni) uzorci.

3. Normalno distribuirane populacije.

Ukoliko uslovi vaze, onda uz. raspodela prosecnih razlika
za d 1ma Studentovu raspodelu sa n— 1 d.f., gde je n broj
parova podataka.
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z-test za proporciju dva uzorka

Koristi se za testiranje razlike proporcija kod dve
populacije, p, and p,. Proporcije se odnose na
zastupljenost 1stog svojstva u te dve populacije.

Tr1 uslova:

1. Nasumicno odabrani uzorci

2. Nezavisni uzorcl

3. Dovoljno velik obim da vazi
np; =25, niq =95,

NyPy 25, Nyqy = B.
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z-test za razliku proporcija

Standardizovana test statistika je

. (P, - p)—(p, — p,)
ek g 1
ol ea)

S e B
p_—ﬂ1+ﬂz and g =1- p.

(Gde su

« Ukoliko su uslovi ispunjeni, zima Gausovu raspodelu

« Zakljucivanje na osnovu p-vrednosti isto kao kod svih.
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B
/-test za razliku proporcija

Primer:

Cilj 1strazivanja je uporediti pusacke navike u zavisnosti
od pola studenata. Od anketiranih1245 M studenata, 361
je izjavilo da puse vise od pakle dnevno. Od 1065 Z
studenata, 341 pusi vise od pakle na dan. Za a« = 0.01,
proveriti tvrdnju da je udeo M pusaéa manji od udela Z
pusaca.
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Nastavak primera:
[{O: pl : p2 //\\

H; p, < p, (tvrdnja) ! e > 2
~Zy = —2.3

__ X t+x, mp+np  361+341 _ 702

P . = n Tioes oain

g=1-p=1-0.304 =0.696

Svi proizvodi 1245%0.304, 1245%0.696, 1065%0.304, 1 1065%0.696
su bar 5, pa mozemo koristiti ztest.
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nastavak:
Hy p, = p,
H; p, < p, (tvrdnja)

<
<

—Zy = —2.33

b))l pn) (0.29-0.32)-0 -
1 1
\/ pq(nl ﬂj \/(o 304)(0. 696)(12 T 1065)

Izracunata p-vrednost je 0,058 pa ne odbacujemo H,.

Napomena: da je prag znacajnosti bio 10%, odbacili bi H,,.
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