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Sazetak. Neka s(n) predstavlja stranicu najmanjeg kvadrata u koji se
moze spakovati n jedini¢nih kvadrata, koji se ne preklapaju. Jasno je da
vazi s(n?) = n i da je s(n) neopadajuéa funkcija. U ovom radu je dat
pregled poznatih dokaza nekih jednostavnijih donjih ogranicenja za s(n),
dobijenih uz pomo¢ skupova neizbeznih tacaka.
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1. Uvod

Definicija 1.1. Za prirodan broj n, neka je s(n) stranica najmanjeg kvadrata
u koji se moze spakovati n jediniénih kvadrata. (Pogledati [I], problem D4)

Rezultat je ocigledan kada je n potpuni kvadrat. Kako je s(n) neopadajuca
funkcija, zakljuéujemo da vazi \/n < s(n) < [\/n]. Problem odredivanja s(n)
kada n nije potpun kvadrat se pokazao kao nimalo lak zadatak. Nije previse
tesko videti da je s(2) = 2, dok je dokaz da je s(5) = 2+ ? nesto komplikova-
niji. Oba dokaza ce biti prezentovana u nastavku rada. Tako su mnogi tvrdili da
znaju kako da dokazu da je s(6) = 3 (videti sliku [[j¢), prvi publikovani dokaz
datira iz 2002. godine.

a) b) c)

Slika 1: Optimalna pakovanja za dva, pet i Sest jedini¢nih kvadrata
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Dok se gornja ograni¢enja za s(n) dobijaju konkretnim konstrukcijama, mi
¢emo za neke vrednosti funkcije s(n) pronadéi donja ogranic¢enja. Pri tom éemo
koristiti metod koji predstavlja Fridmanovu modifikaciju (videti [2]) metoda
koji je Stromkvist prvi upotrebio u svojim neobjavljenim beleskama (pogledati
[4], beleska 1). Pre nego §to to uradimo dokazademo nekoliko tehnickih 1emaEL
koje ¢e imati kljuénu ulogu u nastavku. Ove leme kazu da ako se centar jedi-
ni¢nog kvadrata nalazi u nekoj oblasti, tada kvadrat ima odredene zajednicke
tacke sa rubom posmatrane oblasti.

2. Pomo¢éna tvrdenja

Lema 2.1 ([2]). Jedini¢ni kvadrat koji je smesten u prvom kvadrantu i ¢iji se
centar nalazi u [0,1)? sadr#i tacku (1,1).

Dokaz. Dovoljno je pokazati da jedini¢ni kvadrat u prvom kvadrantu koji
dodiruje koordinatne ose Oz i Oy sadrzi tacku (1,1). Ako pretpostavimo da
je kvadrat nagnut pod uglom 6 € (0, 7), onda su temena koja se nalaze na
koordinatnim osama A(0, cos6) i B(sin6,0) (videti sliku[2). Rotacijom ova dva
temena jedno oko drugog za uglove —3 i 3 dobijamo koordinate preostala dva
temena, C(sin# + cosf,sin ) i D(cos,sinf + cos ). Sada je prava kroz tacke
C'i D data jednac¢inom y = sin 6 — ctg 0(z — sin § — cos #). Uvrstavanjem z = 1
u dobijenu jednacinu prave dobijamo da je

sin® 0 — cosf(1 —sinf — cosf) 1 —cosf + sinfcosd — sinf + sin @

sin 6 sin 6
_ (1 —sinf)(1 - cosf) +sinf _ (1- smﬂ.)(l — cos ) L1,
sin 6 sin 6
pa se tacka (1,1) nalazi u posmatranom kvadratu. O

D(cos0, sinB+cos0)

A(0,cos0)

C(sinf+cosb, sinb)

B(sin6,0)
Slika 2: Jedini¢ni kvadrat sa centrom u [0, 1]2

Primetimo da se prethodno tvrdenje moze uopstiti. Neka je jedini¢ni kvadrat
smesten u prvom kvadrantu. Ako se centar kvadrata nalazi u pravougaoniku
[0,a] x [0,0], gde je 0 < a,b < 1, tada jedini¢ni kvadrat sadrzi tacku (a,b).
(Pogledati [3].)

3U literaturi se ova tvrdenja mogu naéi pod nazivom non-avoidance lemmas. Ovaj termin
je prvi put upotrebljen u [4].
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Lema 2.2 ([2]). Neka za a i b vazi a + 2b < 2v/2, pri éemu je 0 < a,b < 1.
Tada svaki jedinicéni kvadrat w prvom kvadrantu sa centrom u pravougaoniku
[1,1+4 a] x [0,b] sadrZi bar jednu od tacaka (1,b) i (1+ a,b).

Dokaz. Pokazaéemo da svaki jediniéni kvadrat ¢iji se centar nalazi u pravou-
gaoniku [1,1+ a] x [0, ] i koji na svojim stranicama ima tacke (1,b) i (1+a,b)
sadrzi u svojoj unutrasnjosti tacku na z-osi. Ako tacke X (1,b) 1 Y (1+a,b) leze
na istoj stranici kvadrata, tvrdenje trivijalno vazi.

Slika 3: Jediniéni kvadrat sa centrom u [1,1 + a] x [0, b]

Neka je ugao koji kvadrat zaklapa sa x-osom 6 € (0, 7) (slika |3). Pronaci
¢emo koordinate "najnizeg’temena A posmatranog jedini¢nog kvadrata. U
pravouglom AXYC vazi |XY| = a, odakle dobijamo da je |CY| = asind,
pa je |BY| = 1 — asinf. Sledeéi trougao koji gledamo je AY BM, i posto je
|IMB| = (1—asinf)sinfi|MY]| = (1—asinf) cosf, dobijamo da su koordinate
temena B(1 +a+ (1 —asin®)sinf, b — (1 — asinf) cosf). Kako je |[AB| =1,
u AABN vazi |[AN| = cosf i |BN| =sin#, odakle je

A(l+a+ (1 —asinf)sinf —cosf, b — (1 — asinf) cosf — sinb).

Posmatrajmo u nastavku funkciju f(0) = sinf + cos — asin cos§. Tacka

A se neée nalaziti u prvom kvadrantu ako je f(#) > b. Kako je ispunjeno

f/(0) = cosf —sinf — acos® § + xsin® 6 = cosf — sin @ — a(cos® 6 — sin” 0)
= (cosf —sin0)(1 — a(cos @ + sin b)),

jednostavnim trigonometrijskim racunom dobijamo da su stacionarne tacke
(cosf,sinf) = (ﬁ @) i (cosf,sinf) = (1j:v22;12—1 13FV22§2*1

297 2
s

proverom zaklju¢ujemo da funkcija f(6) dostize lokalni minimum za 6 = 7.

Prema tome, kada je b < f(%) = V2 — £, teme A jedini¢nog kvadrata se nece
nalaziti u prvom kvadrantu i postojace tacka u unutragnjosti kvadrata koja ée
biti na x-osi. O

, ) . Direktnom

Ova lema se najcesée primenjuje u slucaju kada je a < 2v/2 — 2 ~ 0.828 i
b=1,ilikadajea=1ib<v2—1~0914.

Lema 2.3 ([2],[4]). Ako je centar jedini¢nog kvadrata smesten uw ANABC, pri
cemu duZine stranica nisu veée od 1, tada kvadrat sadrzi bar jedno od temena
trougla.
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Dokaz. Neka susa Rj, Ro, R3 i Ry oznacene 4 zatvorene oblasti na koje dijago-
nale kvadrata dele ravan (slika[4). Ukoliko bi se sva tri temena AABC nalazila
u jednoj, ili u dve susedne oblasti, tada se centar kvadrata ne bi nalazio u
trouglu. Uzmimo zato, bez umanjenja opstosti, da se jedno teme AABC nalazi
u oblasti R1, a da je drugo teme u oblasti R3. Kako su stranice trougla duzine
< 1, nije moguce da se oba uocena temena trougla nalaze izvan kvadrata. [

Slika 4: Jediniéni kvadrat sa centrom u AABC

Lema 2.4 ([2]). Ako se centar jediniénog kvadrata nalazi u pravougaoniku
[0,1] x [0,0.4], tada kvadrat sadrZi bar jedno teme pravougaonika.

Dokaz. Uvedimo sledeée oznake za temena pravougaonika: A(0,0), B(0,0.4),
C(1,0.4) i D(1,0). Pokaza¢emo da svaki jedini¢ni kvadrat koji sadrzi
tacke A i B na rubu i Ciji se centar nalazi unutar pravougaonika,
mora da sadrzi i bar jednu od tacaka C' i D. Uoc¢imo da okoliko su temena
A i B na istoj stranici kvadrata, onda se i temena C' i D nalaze na naspra-
mnoj stranici kvadrata. U nastavku razlikujemo tri slucaja u zavisnosti od
ugla 6 € (0, %) pod kojim je jedini¢ni kvadrat nagnut (slika [5)).

Q 0<Tﬂ 9>4£ 9:41

Slika 5: Jedini¢ni kvadrati sa centrom u pravougaoniku [0, 1] x [0, 0.4]

Pretpostavimo da vazi 0 < §. Iz AABP je |AP| = 0.4 cos 0, odakle imamo
|[AQ| = 1 — 0.4cosf. Neka se tacka T nalazi u preseku p(A,D) i p(Q, R).

A 1—0.4cosd
Sada je u AATQ ispunjeno |AT| = |AQ| 0.4cos0

1

sinf sin " sinf 0-4ctg.

Dobijamo |AT| > /2 —0.4-1 > 1 = |AD|, odakle zaklju¢ujemo da se teme D
pravougaonika nalazi u jediniénom kvadratu.

Analognim razmatranjem dobijamo da je teme C u kvadratu za 6 > 7, dok

se u slucaju kada je # = Z oba temena i C'i D nalaze u unutrasnjosti kvadrata

4
(videti sliku [5)). O
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Uot¢imo da pokazane leme mozemo primeniti i kada se centar jedini¢nog
kvadrata nalazi u oblasti koja se moze dobiti transliranjem i rotacijom osnovnih
konfiguracija.

3. Skupovi neizbeznih tacaka

Definicija 3.1 ([2]). Skup tacaka P u kvadratu se naziva neizbeZan skup ako
svaki jedini¢ni kvadrat koji je smesSten u kvadrat mora sadrzati barem jednu
tacku iz skupa P, moguce i na stranicama.

Da bismo pokazali da je s(n) > k, dovoljno je pronaéi neizbezan skup P
koji sadrzi n — 1 tacku u kvadratu stranice duzine k.

Teorema 3.2 ([2], []). s(2) =s(3) =2.

Dokaz. Posmatrajmo jedini¢ni kvadrat u [0,2]2. Centar uocenog kvadrata se
moZe nalaziti u nekom od sledeéa Eetiri kvadrata: [0, 1]2, [0, 1]x[1, 2], [1, 2] x[0, 1]
ili [1,2]2. Kako na osnovu leme znamo da se tacka (1,1) mora nalaziti
u posmatranom jedini¢nom kvadratu, zaklju¢ujemo da je skup P = {(1,1)}
neizbezan u kvadratu [0,2]? (slika @) Na ovaj nacin smo pokazali s(2) >

Kako ve¢ znamo da vazi s(2) < 2 (pogledati sliku [[la), dobijamo s(2) =

2.
2.
Posto je s(4) =21 s(3) < s(4), zakljucujemo da je i s(3) = 2. O
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Slika 6: Kvadrat stranice 2 sadrzi jednu neizbeznu tacku
Teorema 3.3 ([2], [4]). s(5) =2+ g

Dokaz. Neka je P ={(1,1), (1,1+ ?), 1+ %, 1), (1+ %, 1+ ?)} Pomoéu
ove Cetiri tacke kvadrat sa stranicom 2 + ? mozemo podelili na 10 oblasti:
4 kvadrata, 4 pravougaonika i 2 trougla (slika (7).

Slika 7: Cetiri neizbezne tacke u [0,2 + g]z

Ukoliko se centar nekog jedini¢nog kvadrata nalazi u jednom od uocenih
kvadrata, tada na osnovu leme [2.1| znamo da je i odgovarajuca tacka skupa P
takode u posmatranom jedini¢nom kvadratu. Ako je centar jedini¢nog kvadrata
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u nekom od pravougaonika, primenjujemo lemu[2.2] dok se u sluc¢aju da je centar
u nekom od trouglova, posto su stranice oba trougla manje od ili jednake jedan,
koristi lema[2.3] Ranije smo videli da je mogude spakovati 5 jedini¢nih kvadrata
u kvadrat stranice 2 + g (videti sliku b)7 odakle sledi tvrdenje. O

Teorema 3.4 ([2]). s(8) = 3.

Dokaz. Tacke skupa P = {(0.9,1), (1.5,1), (2.1,1), (1.5,1.5), (0.9, 2), (1.5,2),
(2.1,2)} dele kvadrat sa stranicom 3 na 16 oblasti (pogledati sliku [8a). Ako se
centar jedinicnog kvadrata nalazi u nekom od cetiri pravougaonika u uglovima
velikog kvadrata, koristimo uopstenje leme Za preostale pravougaonike i
trouglove, isto kao u dokazu prethodnog tvrdenja, primenjujemo redom leme
i Dobili smo da je posmatrani skup neizbezan, a kako je trivijalno
s(9) = 3, zakljucujemo s(8) = 3. O

Teorema 3.5 ([2]). s(15) = 4.
Dokaz. Posmatrajmo sledeéi skup
P={(1,1), (1.6,1), (2.4,1), (3,1), (1,1.8), (2,1.8), (3,1.8),
(1,2.2), (2,2.2), (3,2.2), (1,3), (1.6,3), (2.4,3), (3,3)}.

Na dva pravougaonika u centru kvadrata primenjujemo lemu (videti
sliku b)7 dok se za ostale oblasti koriste prve tri leme na isti nacin kao u
prethodnim dokazima. Pronasli smo neizbezan skup sa 14 tacaka u kvadratu

stranice 4, pa vazi s(15) = 4. O
ffffffff
S ]
,,,,,,,, ,,,
a) s(8) >3 b) s(15) >4

. Slika 8: Skupovi neizbeznih tacaka
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