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Sazetak.

U ovom radu predstavi¢emo usrednjene kvadraturne formule bazirane
na GAUSSovim i anti-GAUSSovim kvadraturnim formulama koje su defini-
sane na prostoru trigonometrijskih polinoma, kao i usrednjene SzZEGGOve
kvadraturne formule. Da¢emo kratak opis nac¢ina njihovog konstruisanja
i na kraju analizirati prednosti koriséenja jednog metoda u odnosu na
drugi.
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1. Uvod

Numericka integracija je oblast numericke matematike koja se bavi pri-
bliznim izra¢unavanjem vrednosti odredenih integrala, koriste¢i vrednosti pod-
integralne funkcije na nekom skupu tacaka. Formule za aproksimaciju vredno-
sti jednostrukih integrala nazivamo kvadraturnim formulama ili kvadraturama.
Poznate GAUssove kvadraturne formule, uvedene 1814. godine [I], postizu mak-
simalni algebarski stepen ta¢nosti. Od tada su ove kvadraturne formule razma-
trane od strane mnogih naué¢nika i generalizovane u vise pravaca. Konstruisane
su formule GAUSSovog tipa na drugim linearnim prostorima, kao $to su pro-
stor trigonometrijskih polinoma, prostor racionalnih funkcija, itd. Prvi radovi
u oblasti kvadraturnih formula GAUSSovog tipa za trigonometrijske polinome
publikovani su od strane ruskih matematicara TURETZKIIog i MYSOVSKIKHOZ
[11L 12, 5], a u poslednje dve decenije su se ovom oblaséu bavili i profesori
G. V. Milovanovié¢, M. P. Stani¢, A. S. Cvetkovi¢ i T. V. Tomovi¢ Mladenovié
[8, @, [10], [14]. Njihova paznja bila je usmerena na prouc¢avanje trigonometrijskih
polinoma celobrojnog i polu-celobrojnog stepena, njihovu primenu na konstru-
isanje kvadraturnih formula, kao i ocene njihovih ostataka.

Oznac¢imo sa w tezinsku funkciju, koja je integrabilna i nenegativna na
intervalu [—m, 7). Za svaki nenegativan ceo broj n, 7, ¢e predstavljati linearni
prostor svih trigonometrijskih polinoma stepena manjeg ili jednakog n.
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Posmatrajmo integral:

s
If = | f@)w(z)dz
—Tr
U nastavku ¢emo analizirati usrednjene kvadraturne formule za aproksima-
ciju ovog integrala.

2. Usrednjene GAaussove kvadraturne formule

Sa {Ax} keNy» Ak € T, 0znacimo niz trigonometrijskih polinoma ortogonal-
nih na intervalu [—, 7) u odnosu na skalarni proizvod

(2.1) (fr9) = 1(f9)-

Tada je odgovaraju¢a GAussova kvadraturna formula

n
(2.2) Grpif =Y wif(zx), 7=2(n—1/2),
k=0
tacna za sve trigonometrijske polinome ¢ € 75,1 ako i samo ako su ¢vorovi xy,
k=0,1,...,n nule trigonometrijskog polinoma A4, € T,,.

Vodeni idejom DIRK LAURIEja [7], koji je 1996. godine uveo pojam anti-
GAussovih kvadraturnih formula na prostoru algebarskih polinoma, sa osobi-
nom da daju gresku jednake veli¢ine ali suprotnog znaka u odnosu na gresku na-
stalu primenom odgovarajuce GAuUssove kvadrature, krecemo u konstruisanje
anti-GAussovih kvadraturnih formula Hj, 3 na prostoru trigonometrijskih po-
linoma (videti [I3]). Postavljajuci navedeni uslov (Hpy3—1)f = —(Grp1—1)f,
dolazimo do posmatranja bilinearne forme:

(2.3) (fs 9w = (QIA— CA*'ﬁ+1)(f!])-

Sa {Bg} ken, ¢emo oznacavatl niz trigonometrijskih polinoma ortogonalnih
u odnosu na bilinearnu formu ). Odgovaraju¢a GAUSSova kvadratura ima
n+1 évor, dok ée odgovarajuéa antl Gaussova kvadraturna formula imati 7+ 3

~ n+3 .
¢vora (zbog n — m + 1), pa ¢ée ona biti oblika Hyyr3 = > Wi f(Z)). Cvorovi
k=0

ove anti-GAUSsove kvadraturne formule su zapravo nule trigonometrijskog po-
linoma

n+1

Bpyi(x) = (prcos (k) + qisin (k2)),  [pota| + [gnar] # 0.
k=0

Specijalno, izborom (pn+1,@n+1) = (1,0) i (Pr+1,qnt1) = (0,1) dobijamo tri-
gonometrijske polinome sa vode¢im kosinusnim, odnosno sinusnim, termom

n
BY (z) =cos(n+1)z+ Z <pl(€n+1) cos (kx) + ql(€n+1) sin (kx)) ,
k=0

B§+1( y=sin(n+1)z+ Z ( (1) cos (kx) + sl(gnﬂ) sin (k:x)) ,
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redom. Nadalje éemo posmatrati samo parne tezinske funkcije w na intervalu
(=, 7). Tada imamo:

n+1

n+1 Zp(nﬂ) cos (kx), pri éemu je pgfll) =1,
n+1

B (x Z s gin (kx), pricemu je 55:::1) =1.

Lako se dolazi do zakljucka da polinomi BY ! BS 1 zadovoljavaju troClane
rekurentne relacije:

(2.4) BE i (0) = (2cosw —all), ) BY (o) — a2, B, (o),
(2.5) BS,,(z) = <2cosx—d(1) )BS( ) —d?), BS_|(x),

pri ¢emu se koeficijenti ra¢unaju na osnovu vrednosti odgovarajué¢ih bilinearnih
formi. Formule za odredivanje ovih koeficijenata mogu se naéi u radu [I3],
gde je takode pokazano da vazi BS(z) = A{(z) i By (z) = Af(z) za sve
k=0,1,...,n, pa je za odredivanje polinoma B, 1(z) dovoljno samo jednom
primeniti navedenu rekurentnu relaciju.

U radu [13] pokazali smo kako na jednostavan nacin mozemo konstruisati
anti-GAUSSove kvadrature na prostoru trigonometrijskih polinoma, koristeci
¢vorove i tezinske koeficijente iz ve¢ poznatih anti-Gaussovih kvadratura na
prostoru algebarskih polinoma. U nastavku navodimo ove rezultate bez dokaza.

Lema 2.1 ([I3]). Neka je w parna tezinska funkcija na intervalu (—m, ) i neka
suTE iog, k=1,....,n4+1, ¢vorovi i tezinski koeficijenti anti-GAUSSove kva-
draturne formule sa n+1 ¢vorom, konstruisane na prostoru algebarskih polino-
ma u odnosu na tezinsku funkciju uq () = w(arccosz)/v1 — 22 na (—1,1). Ta-
da se teZinski koeficijenti @y, i cvorovi Ty, k =0,1,...,2n+ 1, anti-GAUSSove
kvadrature sa 2n+2 c¢vora, konstruisane u odnosu na tezinsku funkciju w, mogu
odrediti pomocu formula:

Wi = Want1—k = Ok+1, k:()ala"'ana
Tp = —Topr1-k = —arccos g1, k=0,1,...,n.

Lema 2.2 ([I3]). Neka je w parna tezinska funkcija na intervalu (—m, ) i neka
suTk iog, k=1,....,n4+1, cvorovi i tezinski koeficijenti anti-GAUSSove kva-
draturne formule sa n+1 ¢vorom, konstruisane na prostoru algebarskih polino-
ma u odnosu na tezinsku funkciju us(z) = V1 — z2 w(arccos ) na (—1,1). Tada
se teZinski koeficijenti Oy i cvorovi Ty, k =0,1,...,2n + 1, anti-GAUSSove kva-
draturne formule sa 2n + 2 ¢vora, konstruisane u odnosu na tezinsku funkciju
w, mogu odrediti na sledec¢i nacin:

~ ~ Ok+1
Wk:w2n+lfk:ﬁ7 kZO,l,...,’I’L,
B!

Tk = —Topt1-k = —arccos g1, k=0,1,....n
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Sada, kada imamo konstruisane GAUSSove kvadraturne formule Gy f i
anti-GAUSSove kvadraturne formule Hz,3f, mozemo uvesti takozvane usred-
njene GAUSSove kvadraturne formule na prostoru trigonometrijskih polinoma:

A\2ﬁ+4f = % (éﬁ-u + ﬁfﬁ-s—:’)) I

Ove formule ¢e imati ta¢nost n + 2, odnosno jednakost I f= A\27L+4 f e biti
ispunjena za sve f € Tr1o.

3. Usrednjene SzEGOve kvadraturne formule

Poznato je da su SzEGOve kvadraturne formule primenljive na integraciju
periodi¢nih funkcija na jedini¢noj kruznici. Godine 2007. KiM i REICHEL su u
radu [6] uveli anti-SzEGOve kvadraturne formule koje karakterise osobina da je
greska nastala primenom ove kvadraturne formule na LAURENTove polinome
stepena ne veteg od n jednaka proizvodu negativne konstante i greske dobijene
primenom SZEGOve kvadraturne formule sa n évorova, odnosno

(I - A(n) )p = 7C(I - S(T,L-z)—)pa Za sve pe A—n,n7

T
gde je sa S’fﬁT) ozna¢ena SzZEGOva kvadraturna formula sa n ¢vorova, a sa A,(ﬁT
odgovarajuéa anti-SZEGOva kvadratura. Koristeéi ove kvadraturne formule, JA-
GELS, REICHEL i TANG su u radu [5] definisali uopstene usrednjene SZEGGve
kvadrature koje su tacne za sve LAURENTove polinome prostora A_,41,,-1.

Bazirano na analizi odgovaraju¢ih para-ortogonalnih polinoma, pokazano
je da se ¢vorovi uopstene usrednjene SZEGOve kvadraturne formule rac¢unaju
kao sopstvene vrednosti unitarne gornje HESSENBERCove matrice lflgn_g(f),
dimenzije (2n — 2) x (2n — 2). Ova matrica odredena je parametrom 7 sa je-
dini¢ne kruznice i takozvanim SCHURovim parametrima i, ..., Vn,—1, KOji se
javljaju kao koeficijenti u rekurentnim relacijama ovih polinoma. Tezinski koe-
ficijenti se tada mogu izracunati kao kvadrati prvih komponenti odgovarajucih
jedini¢nih sopstvenih vektora (videti [B], [6]). Takode, pokazano je da se po-

menuta gornja HESSENBERGova matrica Ha,_5(7) moze predstaviti u obliku
5 ~_1/2 5 ~1/2 .
Hopo(7) = DQnKQHQn—Q(T)D%/m—Q? gde je

—Yo71 —Yov2 ot =Y0Yn—-1  —Y0VYn—2 - —YoY1 —YoT

1—|ml? Vv, Mot MYz Y1 T

. 0 1 e L Em 1 R~ o . _5 _mor
B _a(r) = [v2] Y2 Vn—1 Y2Yn -2 Y271 Y2 7

0 0 0 1—m|* —-mi7

kao i Yo = 1, ﬁgn,Q = diag[go,gl,. .. ,3\271,3], 3\0 = 1, /5} = Aj,1 (1 — |/’)7]|2),
jzl,...,2ﬂ—3, :Y\j :’}/j,jz 1,...,7’1,—1 1% Z’}/Qn_g_j,jzn,...,Qn—:‘;.
Postoji nekoliko algoritama za dekompoziciju ovakvih matrica (videti [4], [3],
[2]), a izracunavanje sopstvenog sistema moze se izvesti veoma efikasno ko-
riséenjem kompaktne reprezentacije HESSENBERGove matrice (videti npr. [4],

21)-
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4. Poredenje metoda

Kao §to smo u prethodnim poglavljima naveli, usrednjene GAUSSove kva-
draturne formule definisane u radu [I3] mogu se primenjivati na prostoru trigo-
nometrijskih polinoma samo u sluc¢ajevima kada je tezinska funkcija parna, dok
uopstene usrednjene SZEGOve kvadraturne formule [5] imaju Siru oblast prime-
ne. Medutim, nas metod usrednjenih GAUSSovih kvadraturnih formula koristi
rekurentne relacije za odredivanje potrebnih ortogonalnih sistema kako bi se iz-
begla numericka nestabilnost koja je karakteristicna za GRAM-SCHMIDTOV po-
stupak. Takode, rekurentne relacije obezbeduju stabilan nacin za izracunavanje
vrednosti trigonometrijskih polinoma u odnosu na koriséenje prosirenih formi.

Koristeci usrednjene GAUSSove kvadraturne formule za trigonometrijske po-
linome uspeli smo da postignemo mnogo veéu ta¢nost u poredenju sa usred-
njenim SzeGOvim kvadraturama na klasi simetriénih tezinskih funkcija, koju
¢emo demonstrirati u narednom primeru.

Primer 4.1 ([[3]). Posmatrajmo tezinsku funkciju w(z) = 2sin® (%) na

(—m,7) iintegrand f(z) = & 5log (5+4cosz). U tabeli (1] predstavljene su greske
nastale primenom SZEGéve ST(f), anti- SZEGOve AT(f), uopstene usrednjene
SzeGOve kvadrature §£2n72) (f), kao i GAUsSove Gri1f, anti-GAussove Hr 5 f
i usrednjene GAuUssove kvadrature A\Qﬁ+4 f,uz uslov n+1 = n. Mozemo prime-
titi da su greske koje nastaju primenom GAUSSovih i SzEGOvih, odnosno anti-
Gaussovih i anti-SzZEGOvih kvadratura, priblizne. Medutim, oc¢igledno je da
usrednjene GAUSSove kvadrature za trigonometrijske polinome daju znacajno
poboljsanje u odnosu na uopstene usrednjene SzZEGOve kvadrature, koje su
predstavljale najbolje rezultate u radu [5]. To poboljSanje je znacajnije sa po-
rastom broja ¢vorova.

Tabela 1: GRESKE U SZEGOVOJ (S}(f)), ANTI-SZEGOVOJ (A7 (f)),
UOPSTENOJ USREDNENOJ SZEGOVOJ (5" 2(f)), GAUSSOVOJ
(Gas1f), ANTLGAUSSOVOJ (Hzysf) I USREDNJENOJ GAUSSOVOJ
(Asiviaf) KVADRATURI ZA w(z) = 2sin®(2), € (-m7), I f(z) =
1log (5 +4cosx)

Pravilo n=12 n=18
S(f) —2,2-107° -2,3-1077
AT(f) 2,3-107° 2,4-1077
S | —1,5-1077 | —6,7-10710
G f —1,98-107° —2.1077
Hiisf 1,98-107° 2.1077
Agsiaf —5,31-10710 | —8,75.10" 4
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