The 10th Conference on Mathematics in Engineering: Theory and Applications
Novi Sad, December 12-14th 2025

Kreissova konstanta za Mittag-Lefflerove funkcije
Vladimir Kostié []@] i Ilja Uzelac Bujisié |

https://doi.org/10.24867/META.2025.18 Pregledni ¢lanak

Sazetak

U ovom radu proucavamo prolazno vezu izmedu resenja sistema frak-
cionih diferencijalnih jednacina i Kreissove matri¢ne teoreme. lako se
asimptotska stabilnost matrice A odreduje polozajem njenog spektra,
reSenja mogu pokazivati znacajno tranzitivno ponaSanje, analogno kla-
si¢cnom fenomenu opisanom Kreissovim teoremom. Mittag - Lefflerove
funkcije Fa,5(t) predstavljaju generalni oblik resenja sistema frakcionih
diferencijalnih jednacina. Ovaj pregledni rad daje kratak pregled nave-
dene teme u sluc¢aju obi;nih diferencijalnih jedna¢ina a = 8 =1 i uvodi
hipotezu o gornjoj granici norme Eq 1(At*) putem frakcionog pseudo-
spektra za slucaj o < g = 1.
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1 Uvod

Ovaj rad se bavi pregledom Kreissove matricne teoreme te njenim
prosirenjem na novu klasu funkcija - Mittag Lefflerove funkcije. Prva Kreissova
matri¢na teoremu je dokazao Heinz-Otto Kreiss 1962. te tako postavio temelje
za ogranicavanje norme stepena matrica. Ona je rezultat viSedecenijskog
proucavanja stabilnosti linearnih operatora i diskretnih semigrupa. Pri po-
smatranju asimptotski stabilnih linearnih sistema (onih u kojima resenja teze
nuli kako vreme ¢ tezi beskonacnosti), primeéeno je da njihovo tranzientno
ponasanje (recimo za neki konacni interval vremena ¢ € [A, B]) moze biti
takvo da norma reSenja znacajno raste. Kreissova matri¢na teorema i njena
eksplicitna forma, vid. [I], daje ograni¢enje na ponaSanje sistema u tranzi-
entnoj fazi. Pri tome se razlikuju dva glavna slucaja - matri¢ni stepenovi i
matri¢na eksponencijalna funkcija.

Novi oblik Kreissove matricne teoreme koji je glavna tema ovog rada
odnosi se primene teoreme na kompleksniji skup funkcija, konkretno Mittag
- Lefflerove funkcije [2]. Njihova prakticna vaznost ogleda se u tome $to one
predstavljaju resenje Frakcionog sistema diferencijalnih jednac¢ina [3]. koji
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je privukao veliku paznju tokom poslednjih godina zbog brojnih uspesnih
primena kada je u opisivanju dinamike fizickih procesa koji ispoljavaju
ne-lokalne osobine, npr. kretanje objekta u viskoznom medijumu. Ovaj rad
uvodi generalizaciju Kreissove konstante za ocenu tranzicijskog rasta linearnih
sistema frakcionih diferencijalnih jednacina izrazenog putem Mitteg-Lefflerovih
funkcija.

2 Frakcioni Diferencijalni Operatori

Definicija 2.1. Mittag—Lefflerova funkcija E,(z), smatra se generalizaci-
jom eksponencijalne funkcije za jedan fiksan realan parametar o > 0 definisana

konvergentnim redom
o0
— r ak +1)
4

Iz navedene formule, vidljivo je da vazi Eq(z) = e*.

Definicija 2.2. U generalnijem dvoparametarskom obliku za «, 8 > 0 defini-
sana je sa:

kZ:OI‘ ak + f)

Definicija 2.3. Riemann - Liouvilleov frakcioni integralni operator se de-
finiSe kao :

JUf(t) = /f —7)*Ydr,a>0,7>0

Kombinacijom ove formule i celobrojnih izvoda, moze se definisati frakcioni
izvod reda o > 0

Definicija 2.4. Kaputov (Caputo) frakcioni izvod funkcije f(¢):

LI _ pepiey—gm=epm pia) = )/ t( L) o dr me1<azm,
0

dte Mm-—«a t—r)e—m+l
gde T'(+) oznacava Gama funkciju.

Ukoliko je « prirodan broj, navedena definicija se svodi na standardan izvod.

Analogno celobrojnim izvodima, i u frakcionom slué¢aju mogu se definisani
dinamicki sistemi koristeci frakcione diferencijalne jednacine.

Definicija 2.5. Linearni frakcioni dinamicki sistem x(t) gde t oznacava vreme,
x je vektor stanja, a A € C™*™ je matrica sistema definisan je sa:

d*x(t)

S = Ax(1),x(0) = x0, 21 (0) = 2}, ..., 2"V (0) = 227!
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U navedenom obliku vektor a = [aq, e, . . . 7an]T oznacava redove frakcio-

nog izvoda, a diferencijalni operator
de [dm de don 1"
dte [ dter dtez’ "7 dten

je definisan Kaputovim frakcionim izvodima (ZTIZ reda o > 0, za
k=1,2,...,n.

Identi¢no kao i u standardnim diferencijalnim jednac¢inama, i u ovom
slucaju istrazivanje stabilnosti ovakvih dinamickih sistema od izuzetne je
vaznosti u teoriji kontrole. Glavna pitanja se odnose na potrebne i dovoljne
uslove za stabilnost ovakvih sistema [4].

U specificnom slucaju u kojem su svi redovi frakcionih izvoda jednaki,
tj:

] =0y = ... =0 =«
i inicijalni uslovi :

zV0) =2P(0)=..=2""Y0)=0

vazi da je reSenje ovog sistema :

o0
(Ate)*
1) = Eq(AtY) =Y —/———
#lf) = Ea(Af) kZ:OF(ak—kl)
gde je E,(At) Mittag - Leflerova funkcija.
Neka je A € C™*" kvadratna matrica i neka | - || ozna¢ava normu nad

matricama indukovanu kvadratnom normom na C". Onda su definisane dve
relevantne Kreissove konstane.Prva Kreissova konstanta se odnosi na diskretno
stepenovanje matrica i definisana je u odnosu na jedini¢ni kompleksni krug.

Definicija 2.6. Diskretna Kreissova konstanta /C(A) definisana je sa:

Ka(A) = \SE( 2l = 1) [|(= = A) 7M.

Dok je Kreissova konstanta vezana za eksponencijalnu funkciju primenjenu na
matrici je definisana sa:

Ke(A) = suppe(z)>oRe(2)||(z1 — A) 71
U sledecoj teoremi navedena je Kreissova teorema za eksponencijalni slucaj.

Teorema 2.7. Neka je A € C"*™ matrica ¢iji takva da je njen celi spektar
o(A) u levoj kompleksnoj poluravni onda vazi:

Ke(A) < sup |l < enkC.(A)
>0

gde t oznacava neprekidno vreme.
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Vaznost ovih teorema je ta sto one daju konkretno gornje ogranicenje na
normu matrice u tranzijentnom stanju dinamickog sistema. Dakle, ako je i
poznato da dinamicki sistem konvergira nuli asimptotski, ¢esto nije potpuno
jasno kako se sistem ponasa u tranzijentnoj fazi sistema tj za t € [A, B] za neke
konaéne A, B. Ova teorema jasno daje ograni¢enje norme u tim slucajevima
jer navedeno ogranic¢enje zavisi samo od K i od dimenzije matrice n, a ne od
vremena t ili stepena k.

3 Generalizacija Kreissove Matri¢ne teoreme

Logicno pitanje je moze li se navedena teorema primenjivati na Siroj klasi
funkcija, osim samo stepenovanja i eksponencijalne funkcije primenjene na ma-
tricu A. Kako bi se do tog pitanja doslo, neophodno je prvo ustanoviti uslove
pod kojima je navedeni sistem stabilan. U [3] je naveden uslov za asimptot-
sku stabilnost ovakvih sistema u zavisnosti od spektra matrice A i uvedeno je
uopstenje pseudospektra za linearne frakcione dinamicke sisteme.

Teorema 3.1. Frakcioni dinamicki sistem definisan matricom A i stepenima
izvoda oy = g = ... = o, = a je stabilan ako i samo ako je larg(A)| > 4F za
svako X € o(A) tj ako je :

A(A) € Qq ::{ZG(C:O;—W<arg(Z)<27r,%}

Definicija 3.2. Matrica koja ispunjava navedeni uslov stabilnosti se naziva «-
frakciono stabilna matrica.

Za ovakvu matricu se moze definisati - pseudospektar, slicno klasi¢noj
definiciji pseudospektra.

Definicija 3.3. Za matricu A € C"*™ « - pseudospektar je definisan sa :
Aae(d) = {z € C:|[RA(2)]7'|I" < ¢}
gde je RS (z) rezolventa stepena o
Ri(2) = (=% = A)~H.

U slucaju eksponencijalne funkcije, t.j. « = 1, Kreissova konstanta za ekspo-
nencijalnu funkciju moze se izraziti preko spektralne abscise matrice A, a.(A)

ac(A) := mazx{Re(N) : X € A(A)}
gde A.(A) predstavlja e - pseudospektar matrice A:
A(A)={z€C:|(z—A)7 <e}
Onda se Kreissova konstanta /C.(A) moze izraziti kao :

Ko(A) = supeso <)
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Ovaj oblik Kreissove konstante direktno povezuje pseudospektar matrice sa
njenim tranzitivnim ponaSanjem. Dokaz teoreme 2.7. detaljno je prikazan
u poglavlju 18 [5] i svodi se na dva glavna elementa - Spijkerovu teoremu
i integraciju po konturi koja ogranicava spektar matrice. Pri tome kontura
mora ogranicavati spektar matrice A(A) za koji se pretpostavlja da je u levoj
kompleksnoj poluravni.

Smatramo da se ovaj dokaz moze generalizovati na Siru klasu Mittag-
Leflerovih funkcija. Pri stepenovanju sa « granica skupa koji ogranicava
pseudospektar prelazi u 09, koja se sastoji od dve linije u desnoj poluravni -
jedna predstavlja arg(z) = % ,a druga —<F.

Ukoliko je x(t) resenje sistema frakcionih diferencijalnih jednac¢ina u slucaju
kad je 7 = as = ... = a,, = «, A matrica koja zadaje taj sistem, onda vazi
nejednakost predstavljena sledeCom teoremom.

Hipoteza 3.1. Ukoliko je A matrica takva da ispunjava uslov Teoreme 3.1.
za parametar o, i ako vazi Re(z) < 0 za sve z € o(A) onda postoji konstanta
¢ > 0 koja zavist od n ¢ « takoda vazi:

(3.1) @) < ¢LF(A)

gde je

aa
K$(A) :=sup <
f( ) E>Ig €
za

aZ :=max{Re(A\Y) : A€ Ay (A)}

Prvo, primetimo da uslov frakcione stabilnosti garantuje da je /C;‘f < 00, kao
i da je reSenje x(t) ograniceno za t > 0. Dakle, pitanje je zapravo koliko ¢ > 0
moze biti mala. U slucaju a = 1, znamo da je ¢ = en.

Ideja vodilja u pravcu generalizacije dokaza optimalne konstante je sledeca
jednakost putem Laplasove transformacije koja vazi za sektorijalne operatore
[4] dobijena putem Laplasove transformacije:

1
(3.2) Ea(t74) = —— / eI (55T — A)~1ds,
Y

211

gde je v Bromwich-ova linija s: Re(s) = 1/t za neko t > 0, a u s*~! koristimo
glavnu granu u C.

Primetimo da je sluéaju « = 1 gornja karakterizacije postaje e(tA) =
— f,y est(sI—A)~1ds klasi¢ni razvoj matriéne eksponencijalne funkcije e(tA) =

= L est(s — A)~Hds.
Dalje, (3.2)) je ekvivalentna sledeé¢em integralu

(3.3) E,(t"A) =

2mia

/etzl/a (2 — A)~dz,
.
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gde je sada ~ z-slika Bromwich-ove konture preslikavanjem s — s* = z, i za
21/ koristimo glavnu granu u C.

Koristeéi prethodne karakterizacije zajedno da Spajkerovom teoremom i de-
finicijom frakcione Krajsove konstante, Ootvoren problem je prona¢i minimalnu
konstantu ¢ > 0 koriste¢i prethodne karakterizacije zajedno da Spajkerovom
teoremom i definicijom frakcione Krajsove konstante, tako da vazi..
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