RELACIJE

26. septembar 2022

Pojmovi skupa i relacija, kao i operacija sa skupovima i relacijama su definisani
pomocu logickih iskaza i logickih operacija. Sledi pregled definicija osnovnih logickih
operacija.

Negacija: Konjunkcija: Disjunkcija:
1 AL T V]l T
1| T 1] L 4L 1| L T
T L T| L T T| T T

Ekskluzivna

(iskljucna) Implikacija: Ekvivalencija:

disjunkcija: =1 T oL T
viL T LT T LT 1
1| L T T |1 T T |1 T
T| T 4L

Uocimo da je implikacija neta¢na samo ako je prvi operand (premisa) T a drugi
(zakljucak) L. U svim ostalim slucajevima je implikacija tacna. Na primer, im-
plikacija 1+1=3 = 1+1=4 je tacna.
Za iskazivanje raznih tvrdenja nam nisu dovoljne samo logi¢ke operacije, veé se
moramo sluziti i kvantifikatorima 3 (Citamo ,,postoji”’) i V (Citamo ,,svaki”). Na primer,
iskaz Yx,xeR = > +1#0 sene moze zapisati bez kvantifikatora.

& Ukoliko ispred iskaza koji sadri neku promenljivu x ne stoji ni jedan kvantifi-
kator, tada ispred iskaza podrazumevamo Vx. Na primer, ukoliko razmatramo neke
osobine skupa realnih brojeva, tada umesto Vx, x> +1#0 skraceno pisSemo X2 +1£0.

Pojam skupa se u matematici formalno definiSe na vrlo sloZen nacin. Mi ¢emo
usvojiti intuitivno poimanje skupa kao neke ,.kolekcije” objekata u najSirem smislu
reci. Pri tome se, u odnosu na oblast kojojm se bavimo, opredeljujemo za odredeni
univerzalni skup u okviru kojeg su svi objekti od interesa, te su svi ostali skupovi ko-
lekcije nekih objekata iz univerzalnog skupa. Neka je nadalje X pomenuti univerzalni
skup. Skupovne relacije i definicije definiSemo pomocu odgovarajucih logickih opera-
cija.



> Unija skupova:
AUBY (x| xeA Vv xeB).
> Presek skupova:
ANBE (x| x€A A xeB).
> Skupovni komplement (u odnosu na univerzalni skup X):
AL (xeX| x¢A).
> Razlika skupova:
A\BE (x| xeA A x¢B).
> Simetri¢na razlika skupova:
AABY (x| xeA Y xeB)
» Jednakost skupova:
A=B akko VYx, x€eA © x€B.
» Skupovna inkluzija (relacija ,,biti podskup”):
ACB akko Vx, x€eA = x€B.
IZ= Uvek vodimo racuna o tome u odnosu na koji referentni skup posmatramo ope-
raciju skupovnog komplementa. Na primer, u odnosu na referentni skup X = R je

Q =1, dok u odnosu na referentni skup X = C imamo da je Q ={xe C | x ¢ Q} skup
svih kompleksnih brojeva koji nisu realni racionalni brojevi.

Slede definicije jo§ nekih osnovnih pojmova tesno povezanih sa pojmom skupa.

w Partitivni skup skupa X je skup svih podskupova skupa X:

P (Al Acx).

w  Dekartov proizvod dva skupa A i B:

AxB® {(a,b)| acA, beB).

Specijalno, u sluaju A = B koristimo oznaku A> LM AxA.

Dekartov proizvod n € N skupova A(,A»,...,A,:

Al XAy X... XA, def {(a,a2,...,a,) | a1 €Al ANap €Ax A ... N a, € A,).
UsluCajuA; = Ay =... = A, = A koristimo oznaku A" ©f AxAX...XA.

n puta

Relacije se matematicki definiSu kao skupovi uredenih n-orki. U najopstijem slu-
Caju, za neke skupove A, A, ...,A,, n-ama relacija je definisana kao

pPC A XAy X...XA,,



dakle, skup nekih uredenih n-torki sa komponentama iz odgovarajucih skupova. U
sluaju A = Ay =... = A, = A govorimo o n-amoj relaciji skupa A, dakle p C A".
Nama se od najveéeg interesa binarne relacije skupa A.

Definicija 1 p je binama relaciji skupa A ako je p C A>. Pri tome se 0 C A> naziva
prazna relacija, a A> C A? naziva puna relacija <

> Ako je p binarna relaciji skupa A, tada za x,y € A iskaz (x,y) € p ¢itamo ,,x je u
relaciji sa y”.
I’= Redosled elemenata u uredenom paru je bitan, te (x,y) € p nije isto §to i (y,x) € p.

D 7Za mnoge matematicke relacije je uobiCajeno da se iskaz (x,y) € p zapisuje sa
xpy. Na primer, da je broj 5 manji od broja 8 zapisujemo sa 5 < 8 a ne sa (5,8) e<.
Takode, da je prava a paralelna sa pravom b piSemo a || b a ne (a,b) €||. Da je skup A
podskup skupa B piSemo A C B ane (A, B) €C.

Neki nacini definisanja i predstavljanja binarnih relacija

Za odredene tipove skupa A, odredene tipove elemenata skupa A, kao i odredene
tipove relacija mogu biti pogodni razli¢iti naCini definisanja i opisnog predstavljanja.
U slede¢im primerima se navode neki od njih.

Primer 1 Neka je npr. A ={a,b,c,d}. U ovakvom slucaju, kada je A konacan skup,
relaciju moZemo definisati (zadati) nabrajanjem njenih elemenata, tj. uredenih parova
elemenata skupa A koji su u relaciji. Na primer,

p1={(a,a),(b,b),(d,d),(a,b),(a,c),(c,a),(c,d)},
p2 =1{(a,a),(b,b),(d,d)},
p3 ={(a,a),(b,b),(c,c).(d.d),(a,b),(D,c),(a,c)},

su binarne relacije skupa A. v

Primer 2 U slucaju konacnog skupa A, relaciju p C A> mozemo zadati tj. definisati
»grafovski”. Elemente skupa A crtamo kao ,,tacke”, a da je element x € A u relaciji
sa elementom y € A, dakle (x,y) € A% predstavljamo kao strelicu koja pocinje u tacki
x i zavr$ava se u tacki y. Pri tome, (x,x) € A% crtamo kao petlju kod évora x. Na
primer, relacije p1, p2 i p3 iz primera 1 bismo grafovski predstavili na nacin prikazan
na slikama 1, 2 i 3. Kao sto ¢emo videti, neke znacajne osobine relacije se mogu lako
uociti vizualno sa grafovske prezentacije relacije. v

Primer 3 U slucaju konacnog skupa A = {ay,...,a,}, relaciju p C A*> mozemo zadati,
1j. definisati, tj. opisati ,,matricom pripadnosti” M. U kvadratnoj matrici pripadno-

sti M, = [m,' ] svakom elementu skupa A pridruZujemo jednu vrstu matrice i istim
P Jxn

redom jednu kolonu matrice, tj. ako elementu x; € A pridruujemo i-tu vrstu, tada tom



Slika 1: Relacija p; iz primera 1.

®@ ©

Slika 2: Relacija p; iz primera 1.

elementu x; € A pridruZujemo takode i i-tu kolonu. Elementi matrice M, = [m,; j]nxn se
zatim definisu na sledeci nacin:
m; ;= { é . fﬁ; i,jell,....n}
) J

Dakle, vrednost 1 ui-toj vrstii j-toj koloni matrice M,, predstavlja indikator da element
x; jeste u relaciji sa elementom xj, a vrednost 0 u i-toj vrsti i j-toj koloni matrice M,
predstavija indikator da element x; nije u relaciji sa elementom x;. Na primer, relacije
pP1, p2 i p3 iz primera 1 bismo matricom pripadnosti predstavili na sledeci nacin, gde
redom prva vrsta i kolona matrice odgovaraju elementu a, druga vrsta i kolona matrice
odgovaraju elementu b, treca vrsta i kolona matrice odgovaraju elementu c, i cetvrta
vrsta i kolona matrice odgovaraju elementu d:

Slika 3: Relacija p3 iz primera 1.
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Kao sto ¢emo videti, neke znacajne osobine relacije se mogu lako uociti vizualno sa
matricne prezentacije relacije. Takode, matricna reprezentacija relacije je pogodna
za zapis u racunarskoj memoriji, kao i za efikasno ispitivanje osobina relacije putem

racunarskih algoritama.

Primer 4 Na proizvoljnom skupu A, binarna relacija p moZe biti definisana koristeci
prethodno definisane relacije i operacije na elementima skupa A. Sledi nekoliko pri-
mera ovako definisanih relacija.

(a)

(b)

(c

~

(d)

Neka je A skup svih ,, racunarskih stringova”, i neka je binarna relacija p skupa
A definisana sa
Vs1,s0 €A,  sipsy © ACounter(s) < ACounter(s;),

gde je ACounter (s) racunarska funkcija (podprogram) koja kao pezultat vraca
broj pojavljivanja karaktera A u stringu s.

Neka je P skup svih pravih u prostoru, i neka je p C A* binarna relacija skupa
P definisana sa

VYp,geP, ppg & (p#tqg A png#0),

gde je u skupu tacaka u prostoru na odgovarajuci nacin prethodno definisan po-
Jjam prave u prostoru, a relacija jednakosti skupova i operacija preseka skupova
su definisani u teoriji skupova. Binarnu relaciju skupa P moZemo interpretirati
na sledeci nacin: prava p je u relaciji p sa pravom q ako i samo ako prava p ima
tacno jednu zajednicku tacku sa pravom q.

Neka je L skup svih Zivih ljudi, i neka p C L2 binarna relacija skupa L definisana
sa

Vp,ge L, ppq < osobap je istog pola kao osoba q,

ge je na odgovarajuci nacin jednoznacno definisana ,,polnost” nekog elementa
skupa ljudu L.

Neka je na skupu realnih brojeva R binarna relacija p definisana sa

o= {(x,y) eR? | xy=0Ay€e[x— 1,x+2]},

gde su prethodno definisani mnoZenje realnih brojeva, relacije < i > na skupu
realnih brojeva, kao i pojam intervala realnih brojeva. Pri tome je

yelx—Lx+2] & (x—-1<yAy<x+2).
Ovako definisane relacije na R? mozemo u nekim slucajevima i jednostavno gra-
ficki predstaviti u realnoj ravni sencenjem oblasti tacaka (x,y) € R?* koje pri-

padaju relaciji. Ovakva graficka prezentacija prethodno navedene relacije p je
prikazana na slici 4, gde se zasencena oblast dobija u preseku sledecih oblasti:



(H 8§ = {(x,y) eR? | X-y> O}, a to je unija prvog i treceg kvadranta, uklju-
Cujuci x i’y osu,

2) S, = {(x,y) eR? | x—1< y}, a to je gornja poluravan u odnosu na pravu
y =x— 1, ukljucujuci i samu pravuy =x-1,

3) S3= {(x,y) eR? l y<x+ 2}, a to je gornja poluravan u odnosu na pravu
y = x+ 2, ukljucujuci i samu pravu 'y = x+2.

. Kao sto ¢emo videti, neke znacajne osobine ovako graficki predstavijene rela-

p: y y=x+2
A
Y o

Slika 4: Relacija p iz primera 4 pod (d).

cije se mogu vuzualno uociti. v

Neke vazne osobine binarnih relacija skupa

Od raznih osobina koje neka relacija moZe da ima, izdvajaju se sledece najvaZnije.
Definicija 2 Neka je p binarna relacija skupa A.
(R) Relacija p je refleksivna, sto oznacavamo sa (R), ako vaZi
Vx€eA, xpx.
(S) Relacija p je simetri¢na, sto oznacavamo sa (S), ako vaZi
Vx,y€A, xpy = ypx.
(A) Relacija p je antisimetri¢na, sto oznacavamo sa (A), ako vazi
Vx,yeA, (xpy A ypx) = x=Y.
(T) Relacija p je tranzitivna, sto oznacavamo sa (T), ako vaZi
Vx,y,z€A, (xpy A ypz) = xpz.



Simetricnost i antisimetri¢nost nisu uzajamno komplementarne osobine, §to bi

nam se moglo uciniti na osnovu naziva ovih osobina. Kao $to ¢emo videti na
primerima, postoje relacije koje imaju obe navedene osobine, kao i relacije koje nemaju
ni jednu od te dve osobine.
I= Navedene osobine je u naCelu najlakse ispitivati tako Sto na neki sistematski na-
¢in ispitujemo da li postoji ijedna ,,smetnja” za razmatranu osobinu. Ako pri sistemat-
skom ispitivanju utvrdimo da ne postoji ni jedna takva ,,smetnja”, tada zakljucujemo
da relacija ima razmatranu osobinu, a ako pronademo bar jednu takvu ,,smetnju”, tada
zakljuCujemo da relacija nema razmatranu osobinu.

Pri ispitivanju ovih osobina neke relacije, mogu biti pogodne i neke druge ekviva-
lentne definicije ili interpretacije tih osobina. Takode, ako je relacija definisana

(n) nabrajanjem njenih elemenata kao u primeru 1,
(g) ili grafovski kao u primeru 2,
(m) ili matricom pripadnosti kao u primeru 3,

(s) ili senéenjem odgovarajuée oblastu u R? kao u primeru 4 pod (d),
pri ispitivanju osobina relacije moZemo koristiti jo§ neke odgovarajuce kriterijume.

(R) Relacija p je refleksivna ako i samo ako

-dxe A, -xpx.

(n) Kada je relacija p definisana na kona¢nom skupu A = {x1,x7,...,X,} navo-
denjem uredenih parova kao u primeru 1, tada kod refleksivne relacije p
u skupu navedenih parova ne sme da nedostaje ni jedan od parova (x;, x;),
iel{l,...,n}.

(g) Kada je relacija p definisana na kona¢nom skupu A = {x,x2,...,X,} 1 za-
dana grafom kao u primeru 2, svaki ¢vor x; € A grafa mora da ima ,,petlju”.

(m) Kada je relacija p definisana na kona¢nom skupu A = {x,x2,...,X,} i za-
dana matricom pripadnosti M, = [m,-, j]nxn kao u primeru 3, svi elementi na
glavnoj dijagonali matrice moraju imati vrednost 1. Na raCunaru je lako
iskodirati proveru refleksivnosti, npr.

FOR i=1 TO n
IF m(i,i)=0
THEN Print("nije refleksivna"); Break;
ENDIF
ENDFOR
Print("jeste refleksivna");

(s) Kada je relacija p zadana na skupu R i predstavljena graficki - sencenjem
odgovarajuée oblastu u R? kao u primeru 4 pod (d), tada zasenéenoj oblasti
(grafiku) moraju pripadati sve tacke (x,y) kod kojih je y = x, dakle cela
prava y = x mora da leZi u grafiku relacije.



(S) Relacija p je simetri¢na ako i samo ako

Vx,yeA, x#y = —(xpy A —ypx).

()

(€9)

(m)

Kada je relacija p definisana na konacnom skupu A = {x,x2,...,x,} na-
vodenjem uredenih parova kao u primeru 1, u skupu navedenih parova
ne smeju da postoje x; # x; takvi da jeste x;0x; a nije x;px;.

Kada je relacija p definisana na kona¢nom skupu A = {x1,x2,...,x,} i za-
dana grafom kao u primeru 2, ne smeju da postoje razliciti cvorovi x; € A i
x;j € A koji su povezani samo sa jednom od strelica x; — x; i x; < x;. Da-
kle, izmedu svaka dva razlicita ¢vora mogu da postoje ili obe ili ni jedna
od strelica x; — x; i x; « x;. o o

Kada je relacija p definisana na kona¢nom skupu A = {x,x2,...,X,} 1 za-
dana matricom pripadnosti M, = [m,', j] kao u primeru 3, tada se za
x; # x; elementi m; j i m;; (koji vrednostima 0 ili 1 ,,signaliziraju” da nije
ili jeste x;px;, odnosno nije ili jeste x;px;) u matrici nalaze na simetricnim
pozicijama u odnosu na glavnu dijagonalu. Kako kod simetri¢ne relacije za
razliCite x;, x; € A ne sme biti da jeste x;ox; a nije x;ox;, to znaci da u ma-
trici M, ni na koje dve simetri¢ne pozicije ne smeju biti razliCite vrednosti.
Na racunaru je lako iskodirati proveru simetri¢nosti, npr.
FOR i=1 TO n
FOR j=i+1 TO n
IF m(i,j) NEQ m(j,i)
THEN Print("nije simetric¢na"); Break;
ENDIF
ENDFOR
ENDFOR
Print("jeste simetricna");
Kada je relacija p zadana na skupu R i predstavljena graficki - sencenjem
odgovarajuée oblastu u R? kao u primeru 4 pod (d), tada za x # y uredenim
parovima (x,y) i (¥, x) odgovaraju u ravni tacke koje su simetri¢ne u odnosu
na pravu y = x. Kako kod simetricne relacije za x # y ne sme biti da jeste
Xpy a nije ypx, to znaci da kod simetri¢ne relacije na grafiku ne smeju da
postoje dve tatke koje su na simetri¢nim pozicijama u odnosu na pravu
y = x, a od kojih tacno jedna (a druga ne) pripada grafiku.

(A) Relacija p je antisimetricna ako i samo ako

Vx,yeA, x#y = —(xpy A ypx).

()

(€9)

Kada je relacija p definisana na kona¢nom skupu A = {x1,x2,...,X,} navo-
denjem uredenih parova kao u primeru 1, u skupu navedenih parova kod
antisimetri¢ne relacije p ne smeju da postoje x; # x; takvi da je i x;px; i
XjpXi.

Kada je relacija p definisana na kona¢nom skupu A = {x,x7,...,X,} i za-
dana grafom kao u primeru 2, tada kod antisimetricne relacije p ne smeju



(m)

da postoje razliciti ¢vorovi x; € A i x; € A koji su povezani sa obe strelice
Xj = Xj1x < Xj.
Kada je relacija p definisana na kona¢nom skupu A = {x1,x2,...,x,} i za-
dana matricom pripadnosti M, = [m,; /]m kao u primeru 3, tada se za
x; # xj elementi m; j i m;; (koji vrednostima O ili 1 ,,signaliziraju” da nije ili
jeste x;px;, odnosno nije ili jeste x ;jpx;) u matrici nalaze na simetri¢nim po-
zicijama u odnosu na glavnu dijagonalu. Kako kod antisimetri¢ne relacije
za razliCite x;,x; € A ne sme biti i x;0x; i x;px;, to znaCi da u matrici M,
ni na koje dve simetri¢ne pozicije ne smeju biti 1-ice na obema pozicijama.
Na racunaru je lako iskodirati proveru antisimetri¢nosti, npr.
FOR i=1 TO n
FOR j=i+1 TO n
IF m(i,j)=1 AND m(j,i)=1
THEN Print("nije antisimetric¢na"); Break;
ENDIF
ENDFOR
ENDFOR
Print("jeste antisimetric¢na™);

Kada je relacija p zadana na skupu R i predstavljena graficki - sencenjem
odgovarajuée oblastu u R? kao u primeru 4 pod (d), tada za x # y uredenim
parovima (x,Y) i (v, x) odgovaraju u ravni tacke koje su simetri¢ne u odnosu
na pravu y = x. Kako kod antisimetri¢ne relacije za x # y ne sme biti i xpy i
ypx, to znaci da kod antisimetricne relacije na grafiku ne smeju da postoje
dve tacke koje su na simetriénim pozicijama u odnosu na pravu y = x, a
koje obe pripadaju grafiku.

(T) Relacija p je tranzitivna, §to oznacavamo sa (T), ako vazi

Vx,y,z€A, —(xpy A ypoz A —xp2).

U pogledu tranzitivnosti relacije p, vizualni opisi i kriterijumi tranzitivnosti rela-
cija zadanih na neki od na¢ina navedenih u primerima 1, 2, 3, i 4 nisu jednostavni
kao kriterijumi i opisi osobina (R), (S) i (A).

()

(€]

(m)

Kada je relacija p definisana na kona¢nom skupu A = {x1,x3,...,X,} navo-
denjem uredenih parova kao u primeru 1, u skupu navedenih parova kod
tranzitivne relacije p ne smeju da postoje razliCiti elementi x;, x; 1 x; takvi
da jeste x;px; 1 x;jpxg, a nije x;0xx.

Kada je relacija p definisana na kona¢nom skupu A = {x,x7,...,X,} 1 za-
dana grafom kao u primeru 2, tada kod tranzitivne relacije p ne smeju da
postoje razliciti cvorovi x;, x; 1 x takvi da postoje strelice x; — x;1 x; — xg,
a pri tome ne postoji strelica x; — xx. Govornim jezikom osobinu tranzi-
tivnosti moZemo interpretirati i na sledeéi nacin: ako su razli€iti ¢vorovi x;
i x; povezani indirektno preko ¢vora x;, tada ¢vorovi x; i x; moraju biti i
direktno povezani.

Kada je relacija p definisana na kona¢nom skupu A = {x,x2,...,X,} 1 za-

dana matricom pripadnosti M, = [mi, j] y kao u primeru 3, nemoguce je
nxn
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formulisati neki jednostavan (vizualan) kriterijum za proveru tranzitivno-
sti relacije p na osnovu elemenata matrice, tj. na osnovu rasporeda 0-la i
1-ica u matrici. Ipak, na racunaru je metodom ,,brut-force” lako iskodirati
podprogram za proveru tranzitivnosti, npr.

FOR i=1 TO n
FOR j=1 TO n
FOR k=1 TO n

IF m(i,j)=1 AND m(j,k)=1 AND m(i,k)=0
THEN Print("nije tranzitivna"); Break;
ENDIF
ENDFOR
ENDFOR
ENDFOR
Print("jeste tranzitivna");

(s) Kada je relacija p zadana na skupu R i predstavljena graficki - senCenjem
odgovarajuée oblastu u R? kao u primeru 4 pod (d), nemoguée je formirati
jednostavan vizualan kriterijum za proveru tranzitivnosti kao kod osobina

(R). (S)i(A).

Tlustracija prethodno navedenih kriterijuma (n), (g), (m) i (n) sledi u slede¢im pri-
merima.

Primer 5 Ispitajmo osobine relacija iz primera 1, gde je A = {a,b,c,d} i relacije su
definisane sa

p1 ={(a,a),(b,b),(d,d),(a,b),(a,c),(c,a),(c,d)},
p2 ={(a,a),(b,b),(d,d)},
p3 ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,b),(b,c),(a,c)}.

(R) (1) Relacija p1 nije refleksivna jer nije cpoic. Na grafu relacije py sa slike 1 se
to vidi po tome §to &vor ¢ nema petlju. U matrici pripadnosti My, relacije
p1 iz primera 3 se to vidi po tome sto je m33 = 0 (tre¢i element na glavnoj
dijagonali).

(2) Relacija p; nije refleksivna jer takode nije cpsc, na njenom grafu sa slike 2
¢vor ¢ takode nema petlju, i u njenoj matrici pripadnosti My, iz primera 3
Jje takode m33 = 0.

(3) Relacija p3 jeste refleksivna jer (a,a),(b,b),(c,c),(d,d) € p3, na njenom
grafu sa slike 3 svaki ¢vor ima petlju, i u njenoj matrici pripadnosti M, iz
primera 3 je svaki element na glavnoj dijagonali jednak 1-ici.

(S) (1) Relacija p) nije simetric¢na jer npr. jeste ap1b a nije bpya. Na grafu relacije
p1 sa slike 1 se to vidi po tome Sto postoji strelica od a ka b, a ne postoji
strelica od b ka a. U matrici pripadnosti M, relacije py iz primera 3
se to vidi po tome §to se na simetricnim (u odnosu na glavnu dijagonalu)
pozicijama (1,2) i (2,1) nalaze razliciti elementi.

(2) Relacija p; jeste simetricna iz istih razloga kao i relacija p;.
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(3) Relacija p3 nije simetricna jer je npr. ap3b, a pri tome nije bpza. Na grafu
relacije p3 sa slike 3 se to vidi npr. po tome Sto su ¢vorovi a i b povezani
samo strelicom a — b, a ne i a < b. U matrici pripadnosti M, relacije p3
iz primera 3 se to vidi npr. po tome Sto je m1 =1 i my =0 (elementi na
simetricnim pozicijama u odnosu na glavnu dijagonalu matrice).

(A) (1) Relacija py nije antisimetricna jer je apic i cpra. Na grafu relacije p sa
slike 1 se to vidi po tome sto su ¢vorovi a i ¢ povezani sa obe strelice. U
matrici pripadnosti M, relacije py iz primera 3 se to vidi po tome $to je
my3 =m3 = 1, tj. na pozicijama (1,3) i (3,1) koje su simetricne u odnosu
na glavnu dijagonalu se nalaze dve 1-ice.

(2) Relacija p; jeste antisimetricna jer ne postoje razliciti x i y takvi da je i
xp2y i yoox. Na grafu relacije py sa slike 2 se to vidi po tome $to nikoja
dva ¢vora x iy nisu povezana sa obe strelice x = y i x < y. U matrici
pripadnosti M, relacije p; iz primera 3 se to vidi po tome Sto ni za koje
dve simetri¢ne (u odnosu na glavnu dijagonalu) pozicije (i, j) i (j,i) nije
m,',j = m]',,' =1.

(3) Relacija p3 jeste antisimetricna iz istih razloga kao i relacija p.

(T)y (1) Relacija py nije tranzitivna jer npr. jeste apc, jeste cpid, a nije apd (ta-
kode imamo i da jeste cpia, jeste ap1b, a nije co1b). Na grafu relacije
p1 sa slike 1 se to vidi po tome $to su ¢vorovi a i d povezani indirektno
preko ¢vora c, a nisu direktno povezani (takode, cvorovi ¢ i b su povezani
indirektno preko ¢vora a, a nisu direktno povezani).

(2) Relacija p; jeste tranzitivna. Naime, kod p, i ne postoje razliciti x,y,z € A
takvi da je xpo2y i ypaz. Na grafu relacije p, sa slike 2 se to vidi po tome sto
i ne postoje dva razlicita ¢vora koja su indirektno povezana.

(3) Relacija p3 jeste tranzitivna. Naime, jedini razliciti elementi x, y i z takvi
da je xp3y i yosz su x =a, y=>b i z=c, ali pri tome jeste i xp3z. Na grafu
relacije p3 sa slike 3 se to vidi po tome $to je indirektno povezan samo ¢vor
a sa ¢vorom c preko ¢vora b, ali je pri tome ¢vor a i direktno povezan sa
¢évorom c.

Pogledom na matricu pripadnosti se ne moZe utvrditi (na jednostavan nacin) da
li neka relacija ima ili nema osobinu tranzitivnosti. v

Primer 6 Ispitajmo osobine relacije iz primera 4 pod (R), gde je na skupu R relacija
definisana sa

p= {(x,y) eR? l xy=0Aye[x— 1,x+2]},
i graficki predstavijena na slici 4.

(R) Relacija p jeste refleksivna jer za svako x e Rvazi x-x=x*>0ixe[x—1,x+2].
Na slici 4 to vidimo po tome $to cela prava y = x leZi unutar grafika relacije.

S) Relacija p nije simetricna jer npr. za x=1iy =2 vai da
ja p nij Jer np y=3
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o jeste 1p3 jerje1-3>0i3 e[1-1,1+2]=[0,3],
e nije %pljerlqé [%—1,%+2] = [%,g]

Na slici 4 to vidimo po tome Sto tacka (1, %) leZi u grafiku, a tacka (%, 1) ne lezi

u grafiku relacije, pri cemu su tacke (1, %) i (%, 1) simetricne u odnosu na pravu
y=x

(A) Relacija p nije antisimetricna jer npr. zax=11iy = % vazi da
o jeste 1p3 jerje1-3>0i3 e[1-1,1+2]=[0,3],
o jeste %pljerje %1201' le [%—1,§+2] = [%,%]
Na slici 4 to vidimo po tome $to obe tacke (l, %) i (% 1) leze u grafiku relacije,
pri Cemu su tacke (1, %) i (%, 1) simetricne u odnosu na pravu'y = x.
(T) Relacija p nije tranzitivna jer npr. za x=1,y=3iy=5vaZida
e jeste 1p3jerje1-3>0i3€[1-1,1+2]=10,3],
e jeste 3pSjerje3-5>0i5¢€[3-1,3+2]=[2,5],
e nije 1p5 jer 5¢[1-1,1+2]=10,3].

Na slici 4 (grafiku relacije p) je nemoguce na jednostavan nacin uociti da li
relacija jeste ili nije tranzitivna. v

Osobine (R), (S), (A) i (T) su najvaznije od osobina ke neka binarna relacija skupa
moZe da ima. Posebno se izdvajaju dve vrste relacija koje imaju odredenu kombinaciju

navedenih osobina.

Relacije ekvivalencije

Neka je p binarna relacija skupa A.

Definicija 3 Relacija p je relacija ekvivalencije (skraceno RST) na skupu A ako je i
refleksivna, i simetricna i tranzitivna. <

Ako je p je relacija ekvivalencije skupa A, tada su, vezano za nju, od interesa sledeci
pojmovi.

Definicija 4 Neka je p relacija ekvivalencije skupa A.

(a) Za element x € A, klasa ekvivalencije elementa x (u odnosu na relaciju ekviva-
lencije p) je skup

Ci={yeAl xpy}.
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(b) Faktor-skup skupa A u odnosu na relaciju ekvivalencije p je skup
Alp=1C.| x€A). <

I= Klase ekvivalencije i faktor-skup se definiSu samo u odnosu relacije ekvivalen-
cije.

1z R, Si T osobina relacije ekvivalencije sledi da klase ekvivalencije imaju sledece
osobine koje karakteriSu i faktor-skup.

(1) VxeA, xeC,.
(@) VxyeA, Cy=Cy V CxNCy=0.

3) ch = A.

X€A

Dakle, svaki element skupa A pripada bar svojoj klasi, i svake dve klase su ili
disjunktne ili se poklapaju. To znaci da faktor-skup predstavlja podelu skupa A na dis-
junktne delove. Drugim re¢ima, relacija ekvivalencije p vr$i ujednacavanje elemenata
skupa A po , kriterijumu p”, i u jednoj klasi ekvivalencije se nalaze svi elementi koji su
,~uzajamno jednaki po kriterijumu p”. Matematicki reCeno, unutar jedne klase su svaka
dva elementa u relaciji, a elementi razlicitih klasa nisu u relaciji.

Primer 7 Neka je A ={a,b,c,d,e, f}, i neka je
p={(xx | xeAtU{(a,d),(d,a),(b,c),(c,b),(c, [),(f,c), (b, [),(f,b)}.

Proverom osobina se lakoutvrduje da p jeste relacija ekvivalencije. Pri tome je
Co=fad}, Cp={bc,fl, Cc=Cp Cyg=Cq Co={e}, Cr=0Cp,

i pri tome je Alp ={C4,Cp,C.}. Dakle, relacija ekvivalencije p vrsi podelu skupa A na

delove prikazane na slici 5. 4
de .f A
ae oc
e *b

Slika 5: Particija skupa A iz primera 7.

Primer 8 Neka je L skup svih ljudi na svetu, i neka su na L binarne relacije « i 8
definisane na sledeci nacin.

(@) Yx,ye L, xay & osoba x je istog pola kao osoba y.

(b) Vx,ye L, xBy © osoba x je rodena iste godine kao osoba y.

Ocigledno je (lako se proverava) da su « i B relacije ekvivalencije. Razmotrimo Sta su
klase ekvivalencije i faktor-skupovi u odnosu na relacije ekvivalencije a i 3.
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(a) Posmatrajmo neku konkretnu osobu, npr. nekog jednoznacno odredenog Petra
Petrovica kojeg cemo oznaciti sa 1y, a koji je muskog pola. Kako je

C, ={oe L] lhao},

sledi da je M = Cy, skup svih ljudi koji su muskog pola. S druge strane, posma-
trajmo neku jednoznacno odredenu Tijanu Tijani¢ koju ¢emo oznaciti sa b, a
koja je Zenskog pola. Kako je

C,={oe L] hao},

sledi da je Z = Cy, skup svih ljudi koji su Zenskog pola. Kakoje MNZ=0i MU
Z = L, relacija a vrsi podelu skupa ljudi na dve klase, klasu ljudi muskog pola i
klasu ljudi Zenskog pola, tj. ujednacava ljude (samo) po kriterijumu polnosti.

(b) Posmatrajmo neku konkretnu osobu, npr. nekog jednoznacno odredenog Petra
Petrovica kojeg cemo oznaciti sa li, a koji je roden npr. 2008-¢ godine. Kako je
Ci, ={oe L] Lo},

sledi da je Gooog = Cy, skup svih ljudi koji su rodeni 2008-e godine. Analogno,
za svaku osobu | € L rodenu godine g, njena klasa ekvivalencije je

G, =C={o€ L] Ipo)},

tj. skup svih ljudi rodenih g-te godine. Dakle, relacija B vrsi podelu skupa ljudi
na klase ,,godista”, tj. ujednacava ljude (samo) po kriterijumu godine njihovog
rodenja. v

Primer 9 Na skupu celih brojeva 7. posmatrajmo relacije « i B definisane sa

(@) Vx,yeZ, xay © (x=y=0V xy>0),
b)) Vx,yeZ, xpy © dkeZ,x-y=4k.

Relacije a i f moZemo interpretirati i na slede¢i nacin.

(a) Broj 0 je u relaciji « sa samim sobom, i u relaciji a su svaka dva cela broja koja
su istog znaka, dakle ako su oba pozitivna ili oba negativna.

(b) Kako je x —y = 4k ekvivalentno sa x =y + 4k odnosno 4|(x—y) (4 deli razliku
brojeva x iy), ceo broj x je u relaciji sa celim brojem y ako brojevi x i y imaju
isti ostatak pri deljenju sa 4.

Dokazimo da su « i B relacije ekvivalencije, i razmotrimo i opisimo klase ekvivalencije
i faktor-skupove u odnosu na a i 5.

(a) DokaZimo da relacija « ima osobine (R), (S) i (T).

(R) Po definiciji je 00, a za sve x # 0 je xax jer je x-x = x> > 0.

(S) Za svako x,y € Z iz x-y > 0 ocigledno sledi y - x > 0.
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(T) Neka je xay i yaz. Slucajevi x =y =01iy=z=0 su trivijalni, te neka xay
iyaz znacida je x-y>01iy-z>0. To znaci da su brojevi x i y istog znaka
(oba su pozitivna ili oba negativna), kao i da su brojevi y i 7 istog znaka.
Odatle ocigledno sledi da su sva tri broja x, y i z istog znaka te je x-z >0
odnosno xaz.

Kako je a relacija ekvivalencija, to postoje klase ekvivalencije i faktor-skup. Sa
elementom 0 je u relaciji samo O te je Co = {0}. Za svako x > 0 je

Ci={yeZ| xy>0}={1,2,3,...}=N

(skup svih pozitivnih celih, tj. prirodnih brojeva N), a za svako x < 0 je
Ci={yeZ| xy>0}={-1,-2,-3,...} =N

(skup svih negativnih celih brojeva). Dakle, relacijom « je izvrsena podela skupa
celih brojeva na {0}, pozitivne cele brojeve N i negativne cele brojeve N, od-
nosno, relacija a ujednacava cele brojeve (samo) po kriterijumu znaka. Faktor-
skup je Z/a = {{0} ,N, N}.

(b) DokaZimo da relacija 8 ima osobine (R), (S) i (T).

(R) Za svako x € Z je xBx jer je x—x=4-0.

(S) Neka je xBy za neke x,y € Z. Po definiciji relacije to znaci da postoji k € Z,
takvo da je x—y = 4k. Odatle, mnoZeci jednakost sa —1 dobijamo da postoji
k € Z takvo da je y — x = 4(—k), gde je takode —k € Z te je yBx.

(T) Neka je xay i yaz. Po definiciji relacije to znaci da postoje ki,ky € Z takvi
da je x—y =4k i y—z = 4ky. Sabirajuci ove dve jednakosti dobijamo da je
x—z=(x—-y)+(y—z) =4k +4ky = 4(k1 + k) za neke ki, kp € Z, pri Cemu
Jje takode k = ki + ky € 7Z, te je (po definiciji relacije B) xaz.

Kako su elementi x i y u relaciji B ako i samo ako imaju isti ostatak pri deljenju
sa 4, relacija 3 ujednacava cele brojeve po njihovom ostatku pri delenju sa 4.
Mogudi ostaci pri deljenju sa 4 su 0, 1, 2 i 3, te stoga dobijamo ukupno 4 razlicite
klase

Oo={...,-8,-4,0,4,8,...}, a to su celi brojevi deljivi sa 4,

01 ={..,-7,-3,1,5,9,...}, a to su brojevi sa ostatkom 1 pri deljenju sa 4,
0,=1{..,-6,-2,2,6,10,...}, a to su brojevi sa ostatkom 2 pri deljenju sa 4,

03 =1{...,-5,-1,3,7,11,...}, a to su brojevi sa ostatkom 3 pri deljenju sa 4,

i faktor-skup Z./B = {0y, 01,07, 03}. v

& Relacija 8 iz primera 9 je u matematici poznata pod imenom ,kongruentno po
modulu 4” i oznakom =4.

Relacije poretka

Neka je p binarna relacija skupa A.
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Definicija 5 Relacija p je relacija poretka (skraceno RAT) na skupu A ako je i reflek-
sivna, i antisimetricna i tranzitivna. <

Kao $to nekom relacijom ekvivalencije p modeliramo ujednacavanje elemenata
skupa A po kriterijumu p, nekom relacijom poretka p modeliramo hijerarhiju (pore-
dak) medu elementima skupa A po kriterijumu p.

& Ako je p relacija poretka na skupu A, iskaz xpy ¢emo re¢ima govornog jezika
formulisati sa ,,x je manji od y” (u smislu manji ili jednak, jer je relacija poretka reflek-
sivna) ili ,,y je vece od x” (u smislu vece ili jednako).

Ako je p je relacija poretka skupa A, tada su, vezano za nju, od interesa sledeci
pojmovi.

Definicija 6 Neka je p relacija poretka skupa A.

(a) Haseov dijagram je , pojednostavijen” graf relacije poretka opisan u primeru 2,
uz sledeca pojednostavljenja koja graf tj. sliku cine preglednijom:

(O) petlje kod Evorova ne crtamo nego ih podrazumevamo kod svakog cvora jer
Jje relacija poretka refleksivna;

(M) kako na grafu izmedu svaka dva ¢vora postoji najvise jedna od dve strelice
Jjer je relacija antisimetricna, cvorove moZemo na slici postaviti tako da su
sve strelice na slici usmerene na ,,gore”, te stoga vrhove strelica ne crtamo
ve¢ podrazumevamo da su strelice prema ,,gore”;

(~) kako je relacija tranzitivna, svaka dva ¢vora koja su indirektno povezana
preko nekog treceg cvora moraju biti i direktno povezana, direktnu vezu
izmedu ta dva ¢vora ne crtamo vec je podrazumevamo.

(b) Element a € A je najveci element (u odnosu na relaciju poretka p) ako

Vx€eA, xpa.

(c) Element a € A je najmanji element (u odnosu na relaciju poretka p) ako

Vx€eA, apx.

(d) Element a € A je maksimalan element (u odnosu na relaciju poretka p) ako
ﬂxeA, X#a A apx.

(e) Element a € A je minimalan element (u odnosu na relaciju poretka p) ako

ﬂxeA, xX#a A xpa. <

I’= Pojmovi najveceg, najmanjeg, maksimalnih i minimalnih elemenata, kao i Ha-
seov dijagram, se definiSu samo u odnosu relacije poretka.

Pojmove najveceg, najmanjeg, maksimalnog i minimalnog elementa relacije po-
retka p skupa A moZemo opisati i na sledeci nacin.

(b) Element a € A je najveéi element ako je a veéi od svih, tj. ako na Haseovom
dijagramu od njega vodi put na dole ka svim elementima skupa A.
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(c) Element a € A je najmanji element ako je @ manji od svih, tj. ako na Haseovom
dijagramu od njega vodi put na gore ka svim elementima skupa A.

(d) Element a € A je maksimalan element ako a nije manji ni od jednog drugog
elementa, tj. ako na Haseovom dijagramu od njega ne vodi put na gore ni ka
jednom drugom elementu skupa A.

(e) Element a € A je minimalan element ako a nije veéi ni od jednog drugog ele-
menta, tj. ako na Haseovom dijagramu od njega ne vodi put na dole ni ka jednom
drugom elementu skupa A.

Kao §to ¢emo videti na primerima, ni jedan od pomenutih ,,ekstremnih” elemenata
relacije poretka ne mora da postoji, a maksimalnih i minimalnih elemenata moze da
bude i viSe. Takode ¢emo videti da jedan isti element moZe da bude ujedno i maksi-
malan i minimalan element. Medutim, u pogledu najveceg i najmanjeg elementa vazi
sledece.

Teorema 1 Za relaciju poretka p skupa A,

e ako postoji najveci element, tada je on jedistven i ujedno je jedini maksimalan
element, i

e ako postoji najmanji element, tada je on jedistven i ujedno je jedini minimalan
element. <

I’= Dakle, kod svake relacije poretka moZe da postoji najvise jedan najvedi, i najvise
jedan najmanji element.

Primer 10 Razmotrimo standardnu relaciju poretka < na nekim skupovima brojeva.

(a) Na skupu prirodnih brojeva N, vidi sliku 6a,
< najvedi element ne postoji,
= najmanji element je 1,
¥ ne postoji ni jedan maksimalan element,

= element je 1 je jedini minimalan element.
(b) Na skupu celih brojeva 7, vidi sliku 6b,

= najvedi element ne postoji,

= najmanji element ne postoji,

' ne postoji ni jedan maksimalan element,

'S pne postoji ni jedan minimalan element.
(¢c) Na skupu A ={2,3,5}, vidi sliku 6c,

= najveli element je 5,
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2
1
3 0 5
2 -1 3
1 2
(a) Na skupu N. (b) Na skupu Z. (c) Na skupu {2,3,5}.

Slika 6: Relacije poretka < iz primera 10.

< najmanji element je 2,
1 element 5 je jedini maksimalan element,

= element 2 je jedini minimalan element. v/

Primer 11 Za standardnu relaciju poretka > na skupu {2,3,5}, vidi sliku 7,

¥ najveci element je 2,
' najmanji element je 5,
15 element 2 je jedini maksimalan element,

15 element 5 je jedini minimalan element. v

2
3
5

Slika 7: Relacija poretka iz primera 11.

Primer 12 Razmotrimo relaciju poretka -|- tj. relaciju ,,deli” na nekim skupovima bro-
jeva A C N. Relacija -|- je na svakom skupu A C N definisana sa

xy o dkeN,y=kx

za sve x,y € A. DokaZimo najpre da ona zaista jeste relacija poretka na proizvoljnom
skupu A C N.
(R) Za svako x € A je x|x jer je x=1"-x.

(A) Za x,y € A, neka je x|y i y|x, sto znaci da je y = kix i x = kpy za neke ky,ky € N.
Iz y= k1x = kl(kzy) = (klkz)y sledi k1k2 =11 kl = kz =1 jer kl,k2 € N, te zbog
y = ki x dobijamo x = y.
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(T) Neka je x|y i ylz za neke x,y,z € A, §to znali da je y = kix i 7 = kpy za neke
ki,kp e N. Iz z = kpy = ka(k1x) = (k1kp)x sledi da je z = kx za k = k1k, € N jer
ki,ky € N, sto znaci da x|z.

Razmotrimo sada ekstremne elemente relacije -|- na nekim skupovima A C N.

(a) Na skupu A ={1,2,12}, vidi sliku 8a,

= najveci element je 12,
s najmanji element je 1,
= element 12 je jedini maksimalan element,

< element 1 je jedini minimalan element.
(b) Na skupu B ={1,2,3,12}, vidi sliku 8b,

< najvedi element je 12,
< najmanji element je 1,
= element 12 je jedini maksimalan element,

= element 1 je jedini minimalan element.
(c) Na skupu C ={1,2,5,12}, vidi sliku 8c,

<= najveci element ne postoji,

s najmanji element je 1,

= elementi 51 12 su maksimalni elementi,
[

element 1 je jedini minimalan element.
(d) Na skupu D ={2,4,5,12}, vidi sliku 8d,

< najvedi element ne postoji,

< najmanji element ne postoji,

& elementi S i 12 su maksimalni elementi,

< elementi 5 i 2 su minimalni elementi.
Uocimo da je u ovom primeru element 5 ujedno i minimalan i maksimalan ele-
ment. Generalno, kod neke relacije poretka je a ujedno i minimalan i maksima-

lan element ako i samo ako na grafiku nije povezan ni sa jednim drugim elemen-
tom.

(e) Neka je P =1{2,3,5,7,...} skup svih prostih brojeva. Na skupu E = {1}U P, vidi
sliku 8e,
= najvedi element ne postoji,
< najmanji element je 1,
' §vi prosti brojevi su maksimalni elementi,
[

element 1 je jedini minimalni element.
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12
12
1 1
(a) Na skupu A = {1,2,12}. (b) Na skupu B=1{1,2,3,12}.
12 12
2</5 4< o5
1 2
(c) Na skupu C ={1,2,5,12}. (d) Na skupu D ={2,4,5,12}.

2 3 5 17
1
(e) Naskupu E ={1}UP.

Slika 8: Relacija poretka |- iz primera 12.
v

I’ U primeru 10, primeru 11, kao i primeru 12 pod (a) je u pitanju tzv. ,linearan
poredak” kod kojeg su svi elementi linijski povezani (u jednu liniju), dok u primeru 12
pod (b), (c), (d) i (e) to nije slucaj. ,,.Linearan poredak” je relacija poretka sa kojom su

svaka dva elementa uporediva.

Definicija 7 Relacija poretka p skupa A je lieamo uredenje skupa A ako

Vx,y€A, xpyV ypx.



