ALGEBRA - KOLOKVIJUM 2 23.01.2022.

1. Date su tacke A(0,1,1) i B(1,1,0), i ravan « : * +y + z = 0. Odrediti tacku C tako da trougao ABC bude
jednakostranic¢an i ravan trougla ABC bude paralelna sa ravni a.

2. Dokazati da je skup reSenja R sistema linearnih jednacina

z — 2y + 4z = 0
2 — 3y + 6z = 0
- + y — 2z =0

potprostor vektorskog prostora R3, i odrediti jednu bazu tog potprostora.
3. Data je ravan o : * —y — 2z = 0. Neka je f : R® — R3 projekcija na ravan a, i neka je g : R? — R3 ravanska

simetrija u odnosu na na ravan «. Dokazati da su f i g linearne transformacije, i izracunati rangove njihovih
matrica.

RESENJA

1. Vektor normale ravni « je i, = (1,1,1). Kako je
AB =g — Fa = (1,1,0) — (0,1,1) = (1,0, —1),
AB i, = (1,0,—1)-(1,1,1) = 0,

sledi da je AB | «, te postoji resenje zadatka. Neka je S sredina duzi AB. Kako je ravan trougla ABC
paralelna sa ravni «, sledi da je @ || @ odnosno S?J_ﬁa. S druge strane je @Lﬁ, te je

-
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SC|m=faxAB=|1 1 1 |=(-1,2,—1).
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3
SC je visina jednakostraniénog trougla stranice AB, te je |S® | = \g]fﬁﬂ Tako dobijamo

o = 5(a+ ) = (0,11 + (1LL0) = (3,1, 7).

Fovs = s S ABI = (31.) & 0 -0 )
o = (5:1,3)+ (-3, 1,—3) = (0,2,0),

s = (51 5) ~ (31 —5) = (1L0,1)

(zadatak ima dva resenja).

2. Nakon sto prvu jednacinu pomnozenu sa —2 dodamo na drugu, prvu jednac¢inu dodamo na trecu, a zatim drugu
jednacinu dodamo na treéu, dobijamo ekvivalentan sistem
z — 2y + 4z = 0
y — 2z =0

¢iji je skup resenja
R ={(0,2a,a) |a € R} = {a(0,2,1) | « € R} = Lin((0,2,1)).
Sledi da je R, kao lineal, potorostor prostora R3 (teorema). Jedna baza mu je {(0,2,1)} jer je, kao lineal nad
(0,2,1), skup R generisan sa (0,2,1), a vektor (0,2,1) # 0 je i linearno nezavisan.

3. Ravan « sadrzi tacku O(0,0,0) i normalna je na vektor @ = (1,—1,—1). Za proizvoljno ¥ = (z,y,2) € R3,
primenom formule za projekciju tacke (z,y, z) na ravan o dobijamo

_ (F _F)'ﬁ—» ((0,0,0)—(:B,y,z))-(1,—1,—1)
flay,s) =+ = (@y,2) + (1,—1,-1)-(1,—1,-1)

(1,—-1,-1)
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Za ravansku simetriju g imamo da je (z,v, 2) f(x,y, 2) = f(x,y, 2)g(x,y, ), te je
g(l', Y, Z) = Qf(l', Y, Z) - (:L" Y, Z)

4 2 2 2 4 2 2 2 4
:<3x+3y+3z3 3Y 373" 3y+3z) (2,9,2)
1 2 2 2 1 2 2 2 1
:<3x+3y+3z 3:n~|—3y § 3 3y+3z>.
Iz izraza kojima su funkcije f i g definisane vidimo da jesu linearne transformacije sa matricama
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Kako je
2 1 1 2 1 1 2 11
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1] [4] (5]
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sledi da je rang(M,) = 3.

| - Matricu mnozimo sa 3.

[

[2] - Prvu vrstu dodamo na drugu, i prvu vrstu pomnozenu sa —2 dodamo na treéu.
[3] - Drugu vrstu dodamo na treéu.

[4] - Prvu vrstu pomnozenu sa —2 dodamo na drugu i treéu.

[5] - Drugu vrstu pomnozenu sa —2 dodamo na trecu.



